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rical ouPsÍs
A numerical semigroup is a submonoid of (N, +) such that its complement of ru is
finite. In this work we study some invariants of a numerical semigroup S such as:
multiplicity, embedding dimension, Frobenius number, gaps and Apéry set of S' We
characterize a minimal presentation of a numerical semigroup S and describe an
algorithmic procedure which allows us to compute a minimal presentation of S. We define
an ineducible numerical semigroup as a numerical semigroup that cannot be o<pressed as
the intersection of two numerical semigroups properly containing it. Concluding this worÇ
we study and characterize irreducible numerical semigroups, and describe methods for




Um semigrupo numérico é um submonoide de (N, +) ta! que o seu complementar
em N é finito. Neste trabalho estudamos alguns invariantes de um semigrupo numérico S
tais como: multiplicidade, dimensão de imersão, número de Frobenius, falhas e conjunto
Apéry de S. Caracterizamos uma apresentação minimal para um semigrupo numérico S e
descrevemos um método algorítmico para determinar esta apresentação. Definimos um
semigrupo numérico irredutivel como um semigrupo numérico que não pode ser o9resso
como intersecção de dois semigrupos numéricos que o contenham propriamente. A
finalizar este trabatho, estudamos os semigrupos numéricos irredutÍveis e obtemos a
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Ao longo do ensino básico e secundário, o eshrdo dos números, e em especial o dos
inteiros, ocupa uma grande pafte do currículo da Matemática. De facto, os números
inteiros estão omnipresentes em várias áreas do conhecimento e as suas relações com as
outras ciências foram, e continuam a ser, fonte de inspiração para o desenvolvimento da
Matemática.
Os semigrupos numéricos são uma generalização imediata da estrutura dos nafurais
e aparecem de forma natural em diversos conto<tos da Matemática. O estudo dos
semigrupos numéricos é um problema clássico equivalente ao estttdo das soluções naturais
de um sistema de equações com coeficientes em N. A partir de 1970, o seu estudo foi
motivado pelas suas aplicações na Geometria Algébrica. Um semigrupo numérico é um
subconjunto dos números nahrrais fechado para a adição, contém o zero e gera os inteiros
como um grupo.
Um dos problemas interessantes relacionados com os semigrupos numéricos é
conhecido por Yhe o<change coin problem", chamado assim pela sua Iigação com a
possibilidade de obter certas quantias de dinheiro dispondo de moedas de valores pré-
definidos. Este problema foi levantado por Ferdinand Georg Frobenius (1849-1917): dado
um conjunto de inteiros não negativos c1, a2t...ta, relativamente primos, enconEar o
maior inteiro natura! (chamado número de Frobenius) que não é representado como
combinação linear de o1ta2t...,a.p. Este problema foi resolvido por SylvesteÍ pdrà p:l
(ver Proposição 1.17) mas continua em aberto paÍa p > 2.
Ao longo deste trabalho estudamos também outros invariantes de um semigrupo
numérico S. Dedicamos especial atenção aos semigrupos numéricos irredutíveis. Estes
constituem uma classe de semigrupos numéricos bastante estudada, não so do ponto de
vista semigrupista, mas também em virtude das suas relações com a Teoria de Anéis e
com a Geometria Algébrica.
No Capítulo 1, apresentamos algumas definições, @racterizações e resultados que
suportam o presente estudo. Começamos por definir semigrupo numérico S como um
submonóide de (N, +) tal que o seu complementar em N é finito. Assim, o complementar
de S em N determina o semigrupo numérico S, e o maior elemento que não pertence a S é
designado por número de Frobenius de 5 e denotado por r(.D. Além disso, o máximo
divisor comum dos elementos do semigrupo numérico é igua! a um. Um semigrupo
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numérico S admite um único sistema de geradores {nr, ...,no} e um elemento n
peftencente a S é da forma n=EPr=rdfii1 Corít a1 E N. DadO n um elementO de S\{0},
definimos conjunto Apéry de n em S o conjunto áp(.§,n) = {s €Sls-n É§}. Este
conjunto caracteriza S. De facto, todo o elemento s peftencente a S é escrito de forma
única w+kn, com wE Ap(s,n) e kEN, e {n} u(Áp(s,7r)\[o]) é um sistema de
geradores de S. O menor inteiro positivo que pertence ao semigrupo numérico é chamado
multiplicidade de S e denotado por m(S). Merece especial atenção o conjunto Apéry de S
referente à sua multiplicidade. Neste capítulo estudamos invariantes, não menos
importantes do que os já referidos, tais como: a dimensão de imersão de S, o grau de
singularidade ou género de S, os pseudo-números de Frobenius de S, o tipo de S, etc.
Um semigrupo numérico S é isomorfo a N'/o , com or uma congruência em Np.
Rédei mosüa que a congruência o é finitamente gerada e portanto o<iste um subconjunto
p de Np x Np tal que.s = N'/o (ver [l7]). A este subconjunto chama-se apresentação para
o semigrupo numérico S e diz-se que S é finitamente apresentado. Se o cardinal de p for o
menor de entre os cardinais de todos os subconjuntos de Np x Np que geram o, o
subconjunto p diz-se uma apresentação minimal para .S. No capífulo 2 caracterizamos uma
apresentação minimal para um semigrupo numérico S e descrevemos um método
algorítmico para encontrar uma apresentação minimal para S. Neste esfudo usamos alguns
conceitos da teoria de grafos. Este método de caracterizar uma apresentação minimal para
um semigrupo numérico em termos de cono<idade de certos grafos foi introduzido por
Rosales, ver [11].
O capítulo 3 é dedicado à determinação de uma quota para o cardinal de uma
apresentação minimal para um semigrupo numérico S. A partir de Herzog [9] e de Rosales
[11], temos que o cardinal de uma apresentação minimal para um semigrupo numérico é
sempre maior ou igual à sua dimensão de imersão menos um e que são os semigrupos
numéricos que são intersecção completa que atingem o menor cardinal. Além disso,
Bresinss mos:tra que o cardinal de uma apresentação minima! não pode ser limitado
superiormente somente em termos da dimensão de imersão do semigrupo numérico. Neste
capítulo vamos estabelecer uma quota para o cardinal de uma apresentação para um
semigrupo numérico em função da multiplicidade e da dimensão de imersão do semigrupo
numérico. Mostramos ainda que, no conjunto de todos os semigrupos numéricos com uma
dada multiplicidade, são os semigrupos com máxima dimensão de imersão que admitem
uma apresentação minimal com cardinalidade máxima.
No capítulo 4 iniciamos o estudo dos semigrupos numéricos irredutíveis, que são os
semigrupos numéricos que não podem ser expressos como intersecção de dois semigrupos
numéricos que o contenham propriamente. Mosüamos que os semigrupos numéricos
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irredutíveis são os elementos maximais no conjunto de todos os semigrupos numéricos
com número de Frobenius F(S). Caracterizamos estes semigrupos em função da paridade
do seu número de Frobenius (simétricos ou pseudo-simétricos) e em função dos seus
conjuntos de Apéry. A finalizar, estudamos os semigrupos numéricos irredutíveis com
multiplicidade 3 e 4, o<plicitando uma apresentação minimal para estes semigrupos
numéricos.
O capítulo 5 é também dedicado aos semigrupos numéricos irredutíveis. ComeFmos
por mostrar que todo o semigrupo numérico S que não é irredutível pode ser oÇresso
como intersecção de semigrupos numéricos irreduÚveis e descrevemos um processo para
fazer a decomposição de um semigrupo numérico em irredutíveis. Em seguida,
caracterizamos os semigrupos numéricos que podem ser o(pressos como intersecSo de
semigrupos numéricos simétricos e, também, os que admitem uma decomposição em
pseudo-simétricos. Neste capítulo descrevemos ainda métodos para fazer cada uma destas
decomposições.
por último, no capítulo 6, determinamos uma quota para o cardinal de uma
apresentação minimal para um semigrupo numérico irredutíve! S em função da sua
multiplicidade e da sua dimensão de imersão.
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Capítulo 1
Preliminares e conceitos básicos
Neste capítulo apresentamos algumas definições, caracterizações e resultados
importantes que suportam o estudo dos semigrupos numéricos que aqui iniciamos.
í.í Preliminares
seja F um conjunto não vazio. uma rctafio binária o em F é um
subconjunto de f xf. Se (a,b)eo escrevemos aob e dizemos que a está
o -refacionado com b. A relação binária o diz-*, uma re-lação de equivalência x'
verifica as úês propriedades seguintes:
1. ao a, Para todo o ae F (reflo<iva);
2. Quaisquer que sejam a,b e F tais que aob, então b o c (siméÚica);
3. Quaisquer que sejam a,b,ceF tais que aob e boc, então aoc
(transitiva).
Uma relação de equivalência divide o conjunto F em classes de equivalência:
para cada a É, F, definimos a sua clasre mfrulo -o
lalo=[berlaob]
que designamos por o - classe de a. O conjunto de todas as o-classes que é
possível formar com os elementos de F é designado por oniunto quocienEde
F poÍ o e denotado poÍ ?, isto é,
L: {lo),laeF}.o
Uma relação de equivalência o diz-se uma ongtuência sfue 4 se para
todos osa,b E F tais queaob e c E F setem (a+c) o(b+c).
O conjunto t -- {(u,u)lue F'} é uma congruência, chamada congruência Úivial.
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Dado um subconiunto p ç F x F, temos que a intersecção de todas as
congruências que contêm p é ainda uma congruência. Definimos esta congruência
como congruência gerada Wr P, denotamo-la por p . Além disso, é a menor
congruência que contém p, ho s€htido em que tem cardinal mínimo enfe todos os
subconjuntos de F x F que geram P.
O próximo resultado mostra que a congruência p odste.
Prcposição 1.1: Seja p, um subconjunto de F x F. Definimos
po:pup-lUr , ç9m p-r={(v,u) EFxF|(u,v)ep} e
pt= {(v*lt,w*u) eFxFl(u,w)epo e ueF}. Então p éo conjunto dos pares
(v,w)eFxF tal que o<iste k€N e 72s,1)1t...,12k EF com uo=12t vk=w e
(vi,vi*r) e pt para todo o i e [0, ...,k - l].
Dem. Vejamos então que p construída desta forma é uma congruência.
1) Visto que r c p, entÊio p é reflo<iva.
2) Se (u,w)ep deve o«istir k € N e 1)s,721,-.,12k êF tal que uo=u, uk=w e
(vi,vr*t) e pL paratodo o ü e [0, ...,k- 1]. Como (ur,vr*r) e pl então (vç1,u1) E pl'
Se definirmos wi = 121-5 G)tTt Í e [0, ..., k], obtemos (w, u) e F, isto é, p é simétrica.
3) Se (u,v) e (v,w) pertencem a p então o<istem k,leN ê 71s,"',12v,
ws,...,w1eF ta! que rzo =7t,72k=wo=12,w1 =w e (vt,vr*r),(w1,wi*r) Ep',
para adequados Í e j. Ligando as sequências {u;}; e {w),, obtemos (u,w) e p,
Portanto p é transitiva.
4) Se (v,w) e p e ue F, então o(istem k e N e 7)s,7)1,-..,12k EF tal que uo =
12t 1)k:w Q, (vi,vi+r)ep'para todo o Í€{0,...,k- 1}. Se definirmOS wí:uí*u
para todoo ü € {0,...,k} obtemosque (wr,wi*r)e pl eassim (v*u,w+u) eF '
Finalmente, temos que qualquer congruência contendo p deverá @nter p,
donde p é a menor congruência que contém p.
Dado p um subconjunto de AxA e uma congruência o, se ii= o temos que a
congruência o é gerada porp e que p é um conjunto de geradores de o. No caso em
que p é finito, dizemos que d é finitamente gerada.
Um semigrupo é um par (S,*) em que S é um conjunto e * é uma operação
binária associativa definida em S. Os conjuntos envolvidos neste üabalho são
subconjuntos de inteiros e a operação binária neles definida é a adição usual,
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consequentemente os semigrupos são todos comutativos (a*b=b*a, para
quaisquer a e b pertencentes a S), pelo que será omitida a referência a esta
propriedade. para simplificar a escrita, omitir-se-á também a indicação da operação
binária. o semigrupo (.s, +) , por o(emplo, será designado apenas por s.
Um subconjunto não vazio T de um semigrupo S diz-se um subsemigrupo de S
se é fechado para a operação binária considerada em S. Dado um subconjunto A,
não vazio de S, merecem especial atenção os subsemigrupos de S que contêm A. A
intersecção dos subsemigrupos de S que contêm A é um subsemigrupo de S, e o
menor no sentido da inclusão, de todos os subsemigrupos que contêm A. Denotamos
este subsemigrupo por (Á), e chamamos-lhe subsemigrupo gerado por A. Tem-
se, então
(Á) = {7ra1* ...+ han lne N\[0], A1, -..,Lne N , 41, "',on e A]'
se (Á)=s, dizemos que.5 é gendo PorA e que A é um sistsna de
gendorg de S. SeA é um conjunto com um número finito de elementos, dizemos
que S é flnitamente gerado.
Sejam S e T dois semigrupos. Uma aplicação f : S +T é um homomorfismo
de semigrupos se f(a+b)=f(a)+ f(b), para todos os elementos 4 e D de S.
Dizemos que / é um monomorfismo, um epimorfismo ou um isomorfismo, * f é
injectiva, sobrejectiva ou bijectiva, respectivamente.
Se o<iste um isomorfismo / entre dois semigrupos S e T, estes dizem-se
isomorfos e escreve-se S = I. Se / é um isomorfismo entre dois semigrupos, f-1
também o é.
A um semigrupo S que contém um elemento u tal que, para todo o s E S,
u is =,s *u = s, Chamamls monóide, e aO elemento u, que é úniCO, dramamOS
elemento identidade, ou apenas identidade. Neste trabalho, u = 0. Um subconjunto
T de S é um submonóide de S se é um subsemigrupo de S e 0 e T. Obserue-se que
{0} é um submonóide de M. Chama-se o submonóide Üivial de M.
A intersecção de submonóides de um monóide S é também um submonóide de
S. Dado um monóide S e um seu subconjunto § o menor submonóide de S que
contém A é (Á) - {71q+ ...+ lnonlneN\[o], 71,...,h€N, c1,...'on€Á] e é
designado por submonóide de S gerado por A. À semelhança dos semigrupos, se
(á) =S, também sedizqueS égerado porAe queAé um sistema de geradoresde
S. AIém disso, se o sistema de geradores de S for finito, o monóide S diz-se
finitamente gerado. Nota: (0) = {0} = (0).
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Uma aplicação entre dois monóides S e T é um homomorfismo de monóides se
f(a+b)=f(a)+ Í(b), para todos os elementos o e b de S, e /(0):0' Os
conceitos de monomorfismo, epimorfismo e isomorfismo são válidos nos monóides.
Prcposição 1.2: Seja S um monóide e o uma congruência sobre S. Entiío
s/o munido com a operação lalo + lb)o = la + b)o é um monóide.
Dem. Comecemos por mostrar que a operação está bem definida. Sejam
o, b, c e de.§taisque o ob ecod. Queremos mostrarQue (a *c)o (b+d). Ora,
*aob ec €^s, tem-se (a*c)o (b+c), e se codebes, tem-se (b+c)o(b+
d), visto que o é uma congruência, donde (a*c)o(b+d), por üansitividade.
Alémdisso,aoperaçãoécomutativaeassociativaeaidentidadeéaclasse[0]".tr
O monóide (s/o ,+) é designado o monóide quociente milulo-o.
Consideremos agora /, um homomorfismo entre dois monóides S e T
Definimos kernel congruência de / como
Ker (f) = {(a,b) e s x s l/(c) = f (b)}.
Este conjunto é uma congruência sobre S e a imagem de f , definida como
ImU)={Í(a)la eS}
é um submonóide de T.
Note-se que o<istem diferenças entre as definições para monóides e para
grupos abelianos. Nos grupos abelianos, a condição ,f(0) = 0 não precisa de ser
imposta, uma vez que /(0):Í(o+0)=/(0)+/(0) e é válida a lei cancelativa,
donde Í(0) = 0. Também a definição de kernel num grupo é feita como pré-imagem
da identidade. Defacto, f(a)= f(Déequivalente af(a- b) = 0.




talque r([c]r.*rn) = f (a) é um isomorfismo de monóides.
Dem. A aplicação F está bem definida e é um homomorfismo, uma vez que /
é um homomorfismo. Além disso, é injectiva e sobreiectiva. E
Como consequência do Teorema 1.3, todo o monóide.S finitamente gerado é
isomorfo a N'/r, para algum p e N. De facto, * fn1,n2,.',n \ for um coniunto de
geradores de .s, basta considerar a função f: NP + s, definida por Í(a) =zpi=1a1ni,
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onde (or, ...,op)€ Np. Esta função / é um epimorfismo entre os dois monóides'
Considerando o = ker (/), tem-se que Y é isomorfo a .s.
Prcposição 1.4: Seja S um monóide finitamente gerado ê {nr,nz,"','r} um
conjunto de geradores de S. Então o<iste uma congruência o sobre Np tal que S é
isomorfo a N'/o.
Este resultado permite estudar um monóide finitamente gerado recorrendo ao
monóide NP, para algum p € N.
A um subconjunto p de rop x Np tal que .S =Ne /-p chama-se apresentação
para S e o monóide S diz-se frnitamente apwntada Se o cardinal de p for o
menor de enüe os cardinais de todos os subconjuntos que geram p, o subconjunto p
diz-se uma apfiesenbção minimal para s-
Temos, então, o seguinte resultado (ver em t17l).
Teorcma f.5 (Redei): Todo o monóide finitamente gerado é finitamente
apresentado.
1.2 Conceitos básicos
Vamos agora caracterizar os submonóides que são objecto de estudo neste
trabalho.
Definição 1,6: Um *ntigrup numértoé um submonóide de N tal que o
seu complementar em N é finito.
O resultado seguinte dá-nos uma forma alternativa de definir um semigrupo
numérico.
Lema 1.7: Seja A um subconjunto, não vazio, de inteiros positivos. Então
S = (Á) é um semigrupo numérico se e so se m.d.c.(á) = 1 .
Dem. Seja d = m.d.c.(A) . Tem-se dls qualquer que seia s e (Á) , uma vez
que s = l{tt+ ...+ han e dla;. A!ém disso, como (Á)é um semigrupo numérico,
o seu complementar em N é finito, logo a partir do maior elemento de ru \G) todos
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os inteiros pertencem a (á). Podemos, entiío, considerar x e lAl tal que r ê, x i L
peftencem a (Á). Tem-se que dlx e dlx+ 1, o que obriga a que d = L.
Para demonstrarmos a condição suficiente, basta provar que N \(á) é finito.
Por hipotese, mdc(A) = 1 entÊío existem inteiros 21, ... , zn ê (11, .-. , an e'A tais que
z1a1* ...* znan= 1. Mudando os termos negativos do primeiro para o segundo
membro, obtemos uma igualdade em que os termos são todos positivos
Zna.i1 * ...1 zi1ra.i;. - 1- zirait- ...- zitait.
Ora, -zi1an- ...- zi$it e znaill ..-* zi1rai1, pertencem a (Á), donde
existe sE(á), s=-z,aL zi$it t tal que s+1e(Á),o que implica que
{s,s f L,Zs t 2,...,(s - 1)s + s - 1} c 5.
Provemos que se n > (s - 1)s+ (s - 1), então n e (A't . @nsideremos q e r
inteiros tais que n=qs+r , com 0<r<s-1. Por hipótese, n=qs*r )
(s-l)s+(s-1), donde qs*(s-1) > (s-1)s+(s-1). Assim, qs > (s-1)s
e, @nsequentemente, q>s-1, ou seja, q>s-]-)-r. Visto que q-r)0,
então n = (rs+r) + (q -r)s = r(s * 1) + (q -r)s e (á). tr
Seja M um submonóide de N e d o máximo divisor @mum enüe os elementos
de M. Pelo Lema anterior, o coniunto S = ( [ã |m e u]l é um semigrupo numéri@,
uma vez que o mac {i lm e U} = 1. Sê considerarmos a função que a cada
elemento m de M faz corresponder o etemento ] de S, obtém-se um isomorfismo
entre M e S, pelo que podemos dizer que qualquer submonoide de N é, a menos de
um isomorfismo, um semlgrupo numérico.
Proposição 1.8: Todo o submonoide de N, não üivial, é isomorfo a um
semigrupo numérico.
Número de Frobenius e Género de um semigrupo
Uma vez que o complementar de S em ro é finito, vamos em seguida
caracterizar este conjunto. Designamos o complementar de S em N por ooniunb
das falhas de § e denotamo-lo por G(s),
G(s):{xeNlrÉs}
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O cardinal de G(S) designa-se por géneno de I ou gruu de singulan'dade
de S, e denota-se por g(§). O maior inteiro que não pertence a S designa-se por
númeto de Frubenius de S e denota-se por F(S),
F(s) : máx (e 1s1)
Prcposição 1.9: Seja s um semigrupo numérico e F(s) o seu número de
Frobenius. Então s u {r(S)} é um semigrupo numérico.
Dem. O complementar de S u {F(S)} em N é finito, uma vez que está contido
no complementar de S em ro. Para completar a prova basta mostrar que S u {f(S)} é
fechado para a soma. Sejam a,b e SU{F(S)}. Se a e b pertencem a S então
a*b É.§, dadoque Sé um semigrupo numérico. Se aebnáo pertencem aS, tem-
se c+ b=ZF(S) >F(.Í), donde a+be^S. Se um deles, apenas, não pertence a S,
por o<emplo a, tem-se a* b =F(.s) + D > F,(D e Su{F(S)}. tr
Seja s um semigrupo numérico e n um elemento de S \{0}, definimos
conjuntu Apéry den em s o conjunto
Ap(S,n) = {s €Sls-n ÉS}.
Apresentamos, em seguida, um o<emplo que ilusúa os conceitos introduzidos
anteriormente.
Exemplo 1.10: Seja s = (4,7,9 ), tem-se § = { 0,4,7,8,9,11,12,13,14,+}.
O símbolo + significa que todos os números maiores do que 14 pertencem a S.
LogoF(S)=10, G(S) -{1,2,3,5,6,10} , g(S)=6 e Ap(5,4) = {0,7,9,14}.
O resultado seguinte caracteriza os elementos do conjunto AÉry de n em S.
[,ema 1.11: Seja S um semigrupo numérico e n um elemento de S \{0}.
Então,
Ap(S,n) = {0 : w(0),w(1), ...,w(n - 1) },
onde w(t) é o menor inteiro de ^s congruente com i modulo n, Wra todo o
Í € {0, ...,n - L}.
Dem. Para cada ie{0,...,n-L}, se i E.S consideremos w(Í) = i. Caso
contrário, consideremos os inteiros da forma t * kn, com k e N. Uma vez que N\S
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é finito, o(iste um k'EN tal que para k>k', i*kneS. Então w(Í) é o menor
destes números que PeÍtence a S. !
Atendendo ao lema anterior, podemos concluir que o número de elementos do
conjunto Ap(S,n) é igual a n.
Corolário 1.12 : Seja S um semigrupo numérico e n um elemento de S \[0]'
EntEío,
* AP(S'n) = n'
Lema 1.13: Seja S um semigrupo numérico e 7r um elemento de s \{o}.
Então, para cada s e.S existe um e um so par ordenado da forma (k,w) e N x
Ap(S,n) talque
s=w*kn.
Dem. Dado s e s, tem-se s = Í * kh, am í e {0,...,n- 1} e k'€ N'
Consequentemente, existe um e um só w(Í) e Ap(S,n) tal que s = w(Í)(modn) e,
dadoque s2w(Í),tem-se que§-w(Í) = kn,para algumk e N' !
Dado um elemento n em.S\{0}, obtemos que [{n} u(áp(S,n)\{0})} é um
sistena de geradotw de Sç31m cardinal igual a n, a partir do Lema 1.13.
Dizemos que um sistema de geradores de um semigrupo numérico é minimal
se nenhum dos seus subconjuntos próprios gera o semigrupo numérico. Veremos em
seguida que todo o semigrupo numérico admite um e um so sistema minimal de
geradores e que esse sistema de geradores é finito.
Teorema 1.14: Seja S um semigrupo numérico e s.=s\{0}. Entiio
s.\ (s. +.s.) é um sistema minimal de geradores finito de S.
Dem. Seja s e .S*. se s É s'\ (s. + s.) então o<istem x,! E,s. tais que
x*y=s. Repetindo este procedimento para x e y, aPós um número finito de
etapas, uma vez que x,y <s, enconüamos s1,,...,§11 65.\('5-+'5-) tais que
s = sr + ... + slr, o que prova que S'\ (.S' + S.) é um sistema de geradOres de S'
Em seguida provamos a minimalidade de S.\ (.S'+.S'). Suponhamos que A é
outro sistema de geradores de S. Seja xE§'\(S'+S'). b<istem 11,"',h €N e
d1,...,dn €Á tais que Í =7ror+ .,.+ ha?r. como x G s'+s*, x=ot para algum
Í€[1,...,n]. concluímos, assim, que s.\(.s.+s.) é um sistema minimal de
geradores de S.
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Além disso, como Áp(s,n)\{0}u{n} é um sistema de geradores de S com n
elementos, o conjunto S-\ (.S. +.S') tem no máximo n elementos, portanto .S.\
(.s' + s.) é finito. tr
minimal de geradores. O inteiro nl, que é o menor dos geradores de S, é
denominado a multipticidade de S e é denotado por m(.S), isto é, m(S) = ar. O
cardinal do sistema minima! de geradores de S é denominado dimerúo de
imerúo de S e é denotado For e(s), ou seia, e(s; = o.
Prcposição 1.15: seja S um semigrupo numérico. Então
1) m(s) = mÍn(s\{g}).
2) e(s) < m(s).
Dem. A multiplicidade é sem dúvida o menor inteiro de s\{O}. Relativamente à
segunda afirmação, uma vez lp(S,m(S))\{0}u{m(S)} é um sistema de geradores
de S com m(.S) elementos, o sistema minimal de geradores de S não poderá ter mais
de m(S) elementos. tr
O resultado seguinte foi obtido por Selmer em L977 e permite calcular o
número de Frobenius e género de um semigrupo numérico S a partir de um conjunto
Apéry de um elemento de S\{0}.
Prcposição 1.16 (Fórmula de Selmer): Seja S um semigrupo numérico e
seja n um elemento de S \{0}. Então
1) F(s) = (miíx tp(s;")) - ".
2) g(s) = *(»u,€Áp(s,a) *) -+.
Dem. 1) Por definição, o número de Frobenius de S é o maior número inteiro
que não pertence a S. Tem-se F(S)+n€S € F(S)+n-nÇ5, donde F(S)+ne
Ap(S,n). Além disso, F(s) +n é o maior elemento deste conjunto, uma vez que se
r>r(S)+n, tem-se x-n>F(^D o que implica que Í-n€S , donde xÉ
Ap(S,n).
2) Temos que Ap(S,n)= {0=w(0),w(1),...,w(n-l)} , onde w(Í) é o
menor inteiro de.S congruente com i modulo n, para todo o i€{0,...,n- 1}, pelo
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Lema 1.11. Assim, para cada w(Í) e Ap(S,n), o(iste k, e N tal que w(Í) = t * kfi.
Temos, entiio,
Ap(S,n) =
= {0 = w(0),w(1) =krtltl,w(Z) =kzrt*2,.-.,w(n- 1) = kn-tf,+ (a- 1)}'
Notemos que um número inteiro Í congruente com n módulo Í não pertence a
.S se e só se r <w(i), uma vez que w(Í) é o menor inteiro de .S congruente com Í
modulo n. Assim, para cada Í E{1,...,Ít- 1}, existem k; inteirOs menores do que
w(Í) que são congruentes com Ímódulo n. Então para cada i e{1,.-.,n-l},
0n * |ln * i,...,(h - L)n * t É S. Logo,
g(s) = kr *... * kn-r= t r+i+ "'+ kn-t*+ - C+ "'++) =
= Go,n* *) * ...* Go,-, "*+)- (1+"'+"-1+"-1) =
= ! lkrn+ 1) + ... + ; (kn-rn * n -rl - ffil =
(Qrrn+ 1) + ... * (k,-p * n -1)) - (n('t-9)=
(xw€Áp(s,a) ú -T. E
O problema de Frobenius consiste em enconÚar uma fórmula para F(.Í) e g(S)
a partir dos geradores minimais de um semigrupo numérico S. Sylvester resolveu
este problema no final do sec. XIX para semigrupos com dois geradores minimais, no
entanto esta questão ainda se encontra em abefto para semigrupos com dimensão
de imersão maior ou igual a 3, ver [10].
Vejamos o caso em que o semigrupo numérico tem dimensão de imersão dois.
Seja S:(a,bl. Tem-se
Ap(S,a) = {0,b,2b, ...,(a - l)b}.
Prcposição L.l7z Sejam a e b inteiros positivos tais que m.d.c.(a'b) - L.
1) F((4, bl) = ab - a- b
2) g((a,b» =ry
Dem. Seja s = \a,bl. Então, atendendo à Proposição 1.16, obtemos
1) F(S) = (miíx Ap(S;a)) - a = (a - L)b - a = ab - a - b.
2) g(s) = ](X,.erra o>w) -+ =:(#x (a - r)) -+ =
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Observamos que se S tem dimensão de imersão igual a 2, então g(S) = ry,
o que permite concluir que F(S) é ímpar. Esta propriedade não pode ser generalizada
a semigrupos com dimensão de imersão maior que 2, no entanto alguns semigrupos
numéricos verificam esta propriedade e constituem uma classe muito importante de
semigrupos numéricos que estudaremos à frente.
Seja S um semigrupo numérico. Denotamos por JV(§) o conjunto de todos os
elementos de.S menores do que F(s).
N(s):[seSls<F(s)].
Este conjunto, por si so, não determina .S. Confudo, se conSiderarmos também
F(S), obtemos que S: iV(S) u {F(s) * 1,+}.
O cardinal de N(S) é denotado por n(§) e temos que
s(s)+n(s;=r(s)+1'
Dado um Semigrupo numérico .S e um elemento s de S, com s ( F(§),
F(S)-s não pode pertencer a S (se F(S)-s ES, então F(S)=s+si com
s'e ^§\{0}, o que é absurdo visto que F(.Í) pertenceria a S). Assim, a cada elemento
de N(.S) corresponde um elemento de 6(5). Donde g(S) > n(.S). Podemos entÍio
enunciar a seguinte propriedade:
Proposição 1.18: Seja s um semigrupo numérico. Então
F(S) + 1s(s)>-
Nota: Na relação anterior, quando a igualdade se verifica, o semigrupo
numérico tem o menor número possívelde falhas.
Pseudo-númeno de Frobenius
Seja S um semigrupo numérico. Dizemos que r é um p*udo'número de
fiobenius de § se xê.SeÍ+se.§paratodooseS\{0}. Denotamos o aoniunto
dos pseudo-números de Frobenius de .S por PF(.f). O cardinal de PF(S) é denotado
por t(S) e denominado tipo de S.
+ Pr(S) =# {x e z\S | Í+s e.Spara todoos eS\{0}} = ü(S).
Se S = N, tem-se que PF(S) = {F(S)} = {-1} e se .S + N, verifica-se que
{F(.D}cPF(s)E N\{0}.
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Exemplo 1.19: Consideremos o semigrupo numérico,§ = (5,7,91.
Tem-se que.S={0, 5, 7, 9, LO, L2, L4, L5, L6, -»} e Z-S: {....,-1, L,2,
3, 4,6,8, 11, 13.
AssimPF(S)= {11,13},vistoque 6*5=11 ÉS, 8+5 =L3Ê S, Omesmo
acontecendo para 11 * s > 11 + 5 e S, qualquer que seia s € S\[0]. Logo t(.S) = Z.
Da definição anterior resuJta que F(s) é um pseudo-número de Frobenius, este
é o maior elemento no conjunto dos pseudo-números de Frobenius, relativamente à
ordem usual em z.
No conjunto dos inteiros define-se a seguinte relação:
a<s b seb- aE.§.
Como S é um semigrupo numérico, esta relação é uma relação de ordem
(refl o<iva, anti-simétrica e transitiva).
Notamos que os elementos minimais de S \ {0}, relativamente à relação <s,
são os elementos do sistema minimal de geradores de S. E, se atendermos à
definiso de pseudo-números de Frobenius de S, podemos concluir que estes são os
elementos maximais em z\s relativamente à relação Ss. Donde obtemos uma
caracterização alternativa para os pseudo-números de Frobenius.
Proposição 1.20: Seja S um semigrupo numérico. EntEio
PF(S) = Maxtmaús <s (Z\S).
Dem. De facto, dados a.,bePF(S), se a<5b significa que b -a= s€s, ou
seja, D =ais. Mas, como aePF(^S), tem-se b:a*s€S, o que é absurdo, uma
vez que b e PF(s). !
O resultado anterior estabelece uma relação entre os geradores minimais do
semigrupo numérico S e os seus pseudo-números de Frobenius, uma vez que os
primeiros são os elementos minimais de (S \ {o}) e os segundos são os maximais de
(z\.D.
Consideremos, novamente, o semigrupo numérico 5 = ( 5,7,9 ). Tem-se
.§={0,5,7,9, 10,L2, 14, ].S,L6,+} e V,-S= {....,-1, l,2,3,4,6,8,L1.,
13 . Verificamos que
13 Ss 11 e I <s 13, 6 (5 131 4 (s 13, 3 <s 13, 2 <sll,
e assim sucessivamente, logo PF(s) : {11,13}.
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Como consequência da Proposição 1.20, obtemos outra caracterização dos
pseudo-números de Frobenius de um semigrupo numérico S, agora em função dos
conjuntos Apéry.
Prcposição 1.21: Seja S um semigrupo numérico e n um dos seus
elementos, não nulo. Então
PF(S) = [w - n I w e Matcimois t, Áp(S, n)].
Dem. Seja x€PF(S) e n€S-{0} . Então zÉ.§ e x*n1s (visto rePF(§)),
donde x+neAp(S,n). Tomemos weAp(S,n) tal que xiLn 1sw. Então w-
(x + n) = w - x - n e.S. Ou Seja, O<iSte s e .S tal que lr, - x - n = s , donde w - n =
x*s. Como w-nÉ.S, tem-se x*sÉS . Ora, visto que xePF(§) conclui-se que
s=0.Logow=xln.
Consideremos, agora, wê.Maximots.rAp(S,n) e provemos que w-n e
PF(.D.Seja sES\[0] tal que w-n*sÉ^S. Então w*s€ Ap(S,n) e wSs w+s
(uma vez que w*s-w=s€§) o que contraria o facto de
weMatimais=rAp(S,n). Logo w-n+se.S para todo o seS-{0} e w-ne
PF(s).tr
No póximo resultado estabelecemos o papel desempenhado pelos pseudo-
números de Frobenius num semigrupo numérico.
Prcposiçã o L.22= Seja S um semigrupo numérico, fr, ..., Ít os pseudo-números
de Frobenius de S ex eV.. Então x É S se e so se Íi- x € S, para algum i e {1,...,t}.
Dem. Condiçáonecessâria. Seja x ÉS e n G^§-[0]. Existe w(Í) eÁp(S,n)tal
que Í =w(i)mod(n), com x<w(t). Logo x=w(i)-kn, com k>0. Seja
{w1r,,..,wit}=Max=rAp(S,n) e ie{1,...,t} tal que wir-w E.S. Seia wii-n=ft.
Então fi-x = (wi,-n) - (w(,) - kn): wir-w(t)+n(k - 1) e.S, visto que
wir-w(t)€.Sek-1>0.
condiçáosuficiente. seja x eT, e fi EPF(s) verificando que Í-r€s. se x
pertence as, tem-se fi=x +s,coms e s, dondefi €s é impossível. Logor És.!
Uma vez que o cardinal de lp(S,m(S)) é igual a m(.S), e zero não é elemento
maximal, podemos também concluir que não odstem mais de m(S) - 1 pseudo-
números de Frobenius.
Preliminares e conceitos básícos 17
Gorolário 1.23: Seja S um semigrupo numérico. Então ü(s) < m(S) - 1.
Foi referido anteriormente que a dimensão de imersão de um semigrupo
numérico nunca excede a multiplicidade. Vejamos se é possível relacionar t(S) e
e(S). Se a dimensão de imersão for igual a dois o semigrupo numérico é do tipo um,
pelo Corolário 1.23. Neste caso t(§) < e(S). Veremos mais à frente que esta
desigualdade ainda é válida para semigrupos numéricos com dimensão de imersão
igual a üês, nestes casos, ü(S) = 1ou t(S) =2,no entanto, esta propriedade não se
generaliza a semigrupos numéricos com mais de três geradores minimais. Num
semigrupo numérico com dimensão de imersão superior a três pode ser que t(§)
seja maior do que a sua dimensão de imersão, como mostra o o(emplo de Backelin
(ver em [7]) que a seguir se apresenta:
Exemplo L.24: Seja .§=(s, s*3, s*3n*1, s*3n*Z),comn)2,r2
3n*2 e s=r(3n+2)+ 3. Tem-sequet(s) =2n*3>7.
Se considerarmos, por o<emplorn=2êr=8, temos s=43 e §=
(67,70,74,75 ). Logo e(S) = 4 e t(S) =7-
Proposição 1.25: Seja S um semigrupo numérico. Então
s(s) < t(s)n(s).
Dem. Seja x É S. Então, pela Proposição 1.22, o<iste fi e PF(S) ta! que
fi-xeS.
seja fr, =min [/ € Pr(s)l f - x e.s] e consideremos a aplicação
c(S)+PF(s)xN(s)
x + (Í, ,f, - x).
Esta aplicação é injectiva, assim g(S) < t(s)n(S)' !
Esta desigualdade é equivalente a F(S) + 1 < n(S)[t(S) + 1].
De facto, s(s) + n(s) < t(s) n(s) + n(.S), ou seia s(s) + n(s) < n(s)[t(s) + 1]
donde,
F(s)+1<a(S)[t(S)+1].
H. S. Wilf conjecturou que r(S) + 1 < e(S)n(S) (ver [18]). Sabemos que para
algumas famflias de semigrupos esta conjectura é válida, no entanto o caso geral
continua por provar.
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Semigrupos numéricos Gom máxima dimensão de imercão.
Dizemos que um semigrupo numérico S é um semigrupo c§m máxima
dimenáo de imerúose m(§) = e(S).
Exempto 1.26: Dado um número inteiro m positivo, o conjunto s: {0, m,-}
é um semigrupo numérico com máxima dimensão de imersão. De facto, o conjunto
Apéry de m em S é Ap(s,m) = [0, m * L,m * 2,...,(2m - 1)]. Tem-se que todos os
elementos de Áp(.S, m) são maximais, à o«cepção do zero, uma vez que 0 < i < i <
m- l, m+ j - Qn+ i) = i - i 1mÉ §, donde
PF(S) : {m * L,m * 2,..., (2m - 1)}.
Nos semigrupos com máxima dimensão de imersão PF(.t) tem o maior cardinal
possível
Ú(s)=m(s)-1'
De facto, PF.(S) ={rr- tlr,...,np-rr}. Daqui resulta que Í'($ =np-r"11 Q
aplicando a Proposição 1.16 (Fórmula de Selmer), obtém-se também o género de S
em função dos seus geradores minimais.
proposição L.27= Seja S um semigrupo numérico com máxima dimensão de
imersão e com sistema minimal de geradores {r, < ...< "p}. Então:
1) F(S) =np-nú
2) s(s)=f,(",+ ...+ ü-T.
A proposição seguinte caracteriza os semigrupos numéricos com máxima
dimensão de imersão.
Prcposigão 1.28: Seja S um semigrupo numérico e [r, < ... < "p] o seu
sistema minimal de geradores. As proposições seguintes são equivalentes.
1) S é um semigrupo numérico com máxima dimensão de imersão.
2) Ap(S,n) = {0, n2,...,np}.
3) Se Í,i e {2, ...,p},então ni * ni - n1 € .§.
4)*x,y ES\{0}, entiíox+y-n1 E§.
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Dem. l)impttca?). Se ie{z,...,P}, ni-n1ÉSr visto n1 e n1 serem
geradores minimais de S. Então, {0,n,...,rr}Ç Ap(S,n). Como S tem máxima
dimensão de imersão temos P = ntt donde os conjuntos anteriores têm ambos n,
elementos. Logo concluímos que Ap(S,n1) = {0, n2,...,"r}.
2) implica3). Basta notar que ni I ni É Ap(S,n ), assim ni * ni - n1 € 5.
3)implica 4) Sejam r,y €.§\[0]. Tem-se que Í =ní* s, para algum Í e
{L,...,p} e se.s, ey:ni*s', para algum ie{7,..-,p} e s'€s. Donde x+y-
Í\ = ÍLi * S * n; * S' - nr. Então x + y - rlt = rli * ni - nl + s + s' € .s.
4) íntpltcal). Seja Ap(5,n1) = {0 : w(0),w(1), ...,w(nr - 1) } e suponhamos
que o(iste r€{1,...,Ít7.-1} tal que w(ü) que não é gerador minimal de S. Então
w(Í) = n1 * s, com,t e{Z,...,p} e s E s\[0]. Mas w(Í) -nt=n; *s -nrêS, por
hipótese, o que é um absurdo visto que w(Í) e Ap(S,n). Concluímos que todos os
elementos de Ap(5,n1), à o<cepção do zero, são geradores minimais de S. Portanto
{nr} u (Áp(S,n1)\{0}) é um sistema minimal de S com n, elementos. tr
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Apresentação minimal para um semigrupo numérico
2.1. Apresentação minimal para um semigrupo numérico
Neste capíhrlo, bem como nos seguintes, § denotará um semigrupo numérico
finitamente gerado por {nr, ...,np}.
Seja g o homomorfismo de semigrupos, g:Np + S, d€fioido por
p
g(or,...,oo) = Zorn, ,
i=t
e o a congruência kernel de g, definida por:




Nesta secção pretendemos caracterizar e determinar uma apwnbção
minimat pru um *nigrupo numério, que é uma @ngruência capaz de gerar
or com o menor número de elementos. Para realizar este estr.rdo vamos utilizar
alguma teoria de grafos.
Para n e N denotamos por [n] a imagem inversa de n por g, ilrco é,
[r] = {(rr, ...,or) e NP:9(41, ...,op) = n}.
Note-se que o conjunto [n] é finito e n e S \{0} se e so se ln) + 0.
Em NP definimos a seguinte relação:
Dados dois elementos a =(or,...,oo) e b=(or,...,ar) pertencentes â Np,
dizemos quea,(,b se e so s€ c=b=0 ou o<istem n€ N e kr,.-.,kt e [n], tais
que a: kr € b =kte,kilkial + 0, qualquerqueseja, E {1,...,t- 1}.
Claramente ro é uma relação de equivalência em Np. Aos elementos do
conjunto quociente Y chamamos a, - claw e a @ -classe que contém a € Np
é denotada por lq@\.
L 2
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Observemos que sê a,b e [n], então para s E N?, com s + (0,...,0), tem-se
(a+s) a(b+s). De facto, ç(a+s)=9(a)+P(s) =9(b)+g(s) =9(b*s) =71',
assim c+s e D+se[n']. Além disso, sê s= (or,-.-,oo)+ (0,...,0), então odste
di * 0l donde (a + s)l(b + s) # 0.
Exemplo 2.L= Consideremos S=(5,8,L1,121. A @-classe de a=
((0,1, 2,0) é
lg(0,7,2,0)) = {(0, 1, 2,0),(2,1,0, 1), (6,0,0,0)} = [30].
Observamos que quaisquer dois elementos de [30] estão relacionados por al.
Se considerarmos n = 23, tem-se [ZS1 = {(0,0, 1, 1), (3,1,0,0)}. Os dois
elementos deste conjunto não estão ar-relacionados ((0,0,1,1)l(3,1,0,0) = 0).
Para cada n e N denotamos WÍ na o número de ar - classes contidas em [n].
Assim, relativamente aos dois o<emplos anteriores, tem-se 30, = L e 23, = 2.
Consideremos n € N e sejam X1,X2,...,Xa as distintas al - classes de [n]. Se
y é uma relação binária em Np, denotamos por
yn=rn([a]xlnl)
e denotamos por Gr, o grafo associado à partição {X1,X2,...,Xr} de [n]. Os vértices
deste grafo são os elementos de {xr,xr,...,xr} e \$, , com t + i, é uma aresta de
Gynseo<iste xEXi eyeXj talque (x,y)eyuy-l.
Estes grafos irão ser importantes para caracterizar uma apresentaSo para um
semigrupo numérico.
O resultado seguinte dá uma condição necessária e suficiente para que uma
relação binária y ç o gere a congruência o.
Teorema 2.2: Seja S um semigrupo numérico, n€N Q' X1,X2,-..,Xr as
distintastrl-classesde [n]. Uma relaçãobinária yco de Np geÍao seesósGy,
é conexo para todo o n E N.
Dem. Condtçáo suficiente. Sejam X1,Xz,...,Xr as distintaS ú) -classes de [n].
Sejam tes e {1,...,r} com ü + s. Provemos que odste em Gyn um caminho ligando
xt e xs.Tomemos k e &e h e X". Tem-se Que, koh, uma vez que h,k e [n]. Dado
que r getao, istoé, Í=o, o«istem bs,b1,...,b; € Nptal quequek:bo, h=btê
(bi,bi*r) e y[, para todo o i e {0, L,...,1- 1}. Dado que (b;,br*r) € 71, o«istem
(xi,yi) eyvy-r e 21ê. Np talQU€ (b1,b111) = (ri *zi, yi+, zi).
Temos então
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k=bo=ko*zo,
bi = hr-t * zi-t = kr * zi É' lnl, í = L,2, "',1,
bt= hn| zç1-- h'
Se zi* 0 então (hi+ z)a(kí+z) e portanto (hi+z)a(hi-r* zi-r), donde
bi@ bia1.
Se zí = 0, então (bi,bi*r) = (kr,h) e ynuy;l. Consequentemente, os
elementos bs determinam um caminho em Gr, que Iiga os vértices Xt e Xs.
Condiçáo necessárta. PrOvemOS, aggra, que 1z geta o, iStO é, Í = o. ClarO qUe
Í Ç o. Basta mostrar que para todo o n € N, se k, k' e [n] então (k,k') € 7. Usamos
indução em N. Se n =0, então [n]={0} e tem-se (0,0)87. Consideremos, por
hipótese de indução, guê o resultado é válido para valores menores do que n.
Mostremos que o resultado ainda é válido para n. Se n ÉS, [n] =0 e o resultado
está demonstrado. Consideremos, entÊio, que 7r e ^S.Sejam k,k' e [n]. Dois casos se
podem dar:
1) (k, k') e ai
2) (k,k') e a.
No primeiro Gâso, têm de o«istir elementos kr:(k1,...,ki),...,kt=
(t|,,...,ki) e[n], tais que k=kr ê k':kt e, klki11*0, qualquer que seia ,€
{1,..., t-L}. Vejamos que kÍ lki*t. Seja bi=min{kj, kÍ+1}, com i e[t,"',p}'
Dado que kilkial*0, qualquer que seja ú e{1, -..,t- 1}, tem-se (br,...,bo)*
(0, ... , 0). AIém disso, odstem (n7, ... ,utr) e (ui+t , ... ,bi*') que verificam
(ti, ... ,ki) = (bi., ...,utr) + (ur,...,bo),
(ti*,, ...,kb*,) = (bl*',...,bi*') r (br, ...,br) e
g(bi,...,bi) ='p(bl*',-..,b1*'): m, com m <n.
Aplicando a hipótese de indução tem-se que (ri, ...,bi)Í (bl*', --,bi*') ",
como 7 é uma congruência, resulta que
({al, ..., utr) + (ur,..., br)) Í ((bi*', .-.,bb*') * (br, ...,b)), ou seja,
(t 1.,...,t $) y (t l*", ...,kf'). Por üansitividade, concluímos que k 7 k' -
No segundo caso, como (k,k')ê a, entÊio nr)Z e, consequentemente,
yn * 0. Suponhamos que na = t. Se (o1.,...,oi),...,(o1., "',4) e t"l são os
representantes de cada uma das r r.r -classes contidas em [n], então 7, -
{((rl, .-.,ri),(o!r,...,4)).[n] x [n] ,i=2,...,r]=Y. Existem, portanto, i,i e
U,...,r\, com Í +i , que verificam ka (ai,...,fi) " k'a(ai,.-.,4). 
Ora, estamos
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nas condições do caso anterior, pelo que obtemos que kÍ ("i,,...,4) e
t 'y(o!r,...,"!). Concluímos que k y k'. a
Observamos que, se o cardinal de y é o menor dos cardinais das relações que
geram o, y diz-se minimal. Vejamos que f é minimal. Seja p uma relação que
também gera o e suponhamos que +É<# y.Para cada neN, seja 9n:9 n[n]x
[n]. Tem-se §=l)nel,Fn e esta união é disjunta. Como B gera a, o grafo GF^ é
cono(o, assim Gp, tem r-1lados, pelo menos, e portanto *F"2r-l= *Yn'
Logo # Bn= *Tn=r-1, onde r= número das distintas úr-classes contidas em
lnl.
Gorolário 2.3: Seja S um semigrupo numérico. Um subconjunto y de o é uma
apresentação minimal (equivalentemente, uma relação minimal) para S se e so se o
cardinal de yn é igual ao número de ar -classes contidas em [n] menos um e o grafo
Gr,n é conexo para todo o n € 5.
Atendendo aos resultados anteriores, dada uma relação binária y ç o
construimos os grafos Gr* (Vne N), cujos vértices são os representantes das r
ú, -classes contidas em [n]. Pelo teorema 2.2, Y gera o se e so se todos estes
grafOs são conexos e, dadg que o menor grafo cono<o cgm r vértices tem r - 1
arestas, poderemos caracterizar uma apresentação minimal para S.
Assim sendo, para construir uma apresentação minimal para S (ou seja uma
relação minima! para o) basta fixarmo-nos nos elementos n de.§ tais que o número
de ar-classes contidas em [n] é maior ou igual a dois. Consideremos, para n € N, o
grafo cono<o G,t com r - 1 arestas e r véÊices: os representantes das r al -classes
COntidaS em [n],ou *ja, Xt,Xz,...,Xr. ESte grafo é o menOr grafO conO«o que é
possível construir com os vértices referidos.
Definimos em [n] a seguinte relação 7,n:
Se n, < 1, então Tn = 0.
Se n, >2, sejam X1,X2,...,Xfl as distintas al-classes contidas em [n], e
aiiêb1i, elementos representativos das ar-classes X; e Xi, respectivamente.
Definimos
yn = {(aii,bir) | ori e [n] e bii e Ínl ,com ffi,aresta de G"]
Logo, a relação binária y = l)nesyn é uma relação minimal pata o, uma vez
que f co e o grafo Gr, associadoay é igua! a Gr,. Assim, atendendo aoTeorema
2.2, f gera d.
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Em seguida, vamos descrever um método algorítmico para determinar uma
apresentação minimal para um semigrupo numérico.
Consideremos §= (n,...,np\. Para cada nÊ.5, define-se um novo gÍafo, Gn,
grafo associado a n em S, com vértices yn e arestas En , em que
vn= bi . [rr, ...,n"]l n-ni e s],
rn= {n7 ln-(ni+n;) es, i,i e{L,...,P},i#i}.
Sejam X1,X2,...,x, são as distintas ar - classes de [n]. Denotamos W 4, @ffi
ü € {1, ...,r}, o subconjunto de {n1, ...,np} constituído da seguinte forma:
At = {ni: 1(a1,...,dj, ...ao) e 4, com a; + 0 }'
Temos que Á1 c vn, Pdrà todo o ú € {1, 2, -..,r). Além disso, estes conjuntos
contêm todos os vértices de Gr,.
Exemplo 2.4: Retomando o semigrupo numérico S = ( 5,8,1L,12r, do
exemplo 2.L, e considerando novamente n = 23 tem-se
l23l={(0,0,1,1), (3,1,0,0)}. Então Vzs= {5,8,LL,L2} e sabemos que
o<istem duas o -classes em [23]:
X1 = [(0,0,1,1)] Q Xz= {(3,1,0,0)}.
Assim, At=UL,lz,\e A2= {5,8}.
Usando a notação anterior, temos os seguintes lemas.
Lema 2.5: O conjunto {A1,A2,...,Ar} é uma partição deVn.
Dem. Vejamos, em Primeiro lugar, que
r,, = [rf a;'
Í=1
Se n; e yz, tem-se que n-nJ e S, donde o<iste (or,.-.,üi,-.-ap) e [n] tal que
ai*01 ou seja, o<iste uma @-classeXi de Ínl, tal que (or,...,a1,.-ar)E
X;, com ai * 0. C,onsequentemente, ni É. Ay
Provemos agora que Áí i Ay = 0, qualquer que seja i + k.
ConSideremos que Aí 
^Ak*0, 
ç-Ofrt*k , e seia niÉA1nÁ1. EntãO, o<iSte
(a1,...,a1,...dp)Ex;,cotrt ai*0 e o<iste (dr,.-.,di,.-.dr) €xp,colrl dl+0. Temos
que (or, ... , ar, ... ao)1(at, ... , di , ... dr) + 0 ê, consequentemente,
(or,...,aj,...ap) ^ 
(dr,...,dJ,...ãe). Assim, xi = x*, donde i = k. z
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vejamos, em seguida, 9u€ não existe nenhuma aresta em 6,. ligando um
vértice em áí com um vértice em Ai, se í + i.
Lema 2.6: Seja n E.S, np E Ai e7"t e Ai , í *;. Então, lm e En.
Dem. Suponhamos que k < t. Consideremos, com vista a um absurdo, QU€
Íknt e En .
Tem-se que n - (nr, lnr) e S logo, existe (or,..-,dy, -.-,as, ---,ap)e [n], com
a1r*0 eat+O. Ora, visto que n1rêAi ê nsÉ,4;, o<istem (br,-..,bp,..-,bo)eXi e
(rr, ,,.,tr, ...,rr) E X;, COffi bp + 0 e
Tem-se, assim, que
(or, ..., d17, ..., ar . -., ao) a(b1, ..., b p, ..', br)
ê (or, ... , dk, ..- , ot .-. ,ar)a(c1, ..' , cs, ... , cp) '
Logo, (br,...,b11,...,br)a (q,...,ct,...,cr), donde xi =xir e portanto í=i, o
que é absurdo .l
por último, mostremos que dados quaisquer dois vértices de ÁÍ existe sempre
um caminho que os liga.
Lema 2.7= Se n1, ê n1E ás, COm k + l, existe Um Caminho em 6n com véftices
em Ás ligando np d n1.
Dem. Consideremos nk ên1€.Ár. Então, existem elementos (or,-.-,ap,---,ap)
e (br, ...,bt, ..., br) pertencentes a &, com ay ê, \ diferentes de zero, e tem-se que
(or,...,ap....,ar)a(br,...,br,...,br). Logo existem elementos
(o1,...,ob),...,(o1,...,"1)elnl tal que (a[,--.,"!)=(or,-.-,dk,-.-,or), ("1,,.-.,oÍ)=
(br, ...,br, ...,br) e (r\, ...,o|)l(o!r.*', .-',a$+L) + 0. Tem-se, então,
(oL, ..., 
"b)l@tr, 
..., o?r) + o, ..., (o'r, ..., ob)l(o!r*', .. -, air+ r) + 0,
(o\*' , ... , of')l(ol*', ... ,ot') * 0, ..., (ol-' , ... ,"í-')l("1, ... , a$) + o. Assim, para
cada i E {1,...,q} existe kí e {7,...,p} tal que a[.. aill + 0.
Vejamos em seguida que Glxr*, e En. De facto, visto que
(o'r,...,o|)l(o'r*',...,af,+L)*0 e (o\*t,...,ob*t)l(o\*','..,afz)+0, temos que
oL,."Ll' +0. Então "Ll'* 0 e a[f]r. oL*,|,+ 0, 
portanto 
"Lllr+ 
0, com ki, kial=
{L,...,p}. Então (oi*',...,oL1',oL*ir,... d;') e [n], com o'i'+ o e a[11
nos permite concluir que n - (r*,* nr,*r) € ^s e, assim, Tffir*re En,
*0,oque
t:-lr(J
este procedimento para todos os q - 1 pares da sequência anterior,
T,,
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caminho @, , nx{p, , -.., Íífrt+,, ..-, nxfi,n, em que nkt tlp Q' ttgn=n1'
Obtemos, assim, uma sequência nas condições pretendidas'!
Face ao oçosto, temos que os coniuntos dos vértices de cada componente
cgno6 de G, sãO Á1, ....,A,ASsim, O númerg de COmpOnentes Conexas de Gn é igual
ao número de ar - classes contidas em [n].
Teorema 2.8: Seja S um semigrupo numérico e n € S\{0}. O número de
componentes cono(as de Gné igual ao número de ar - classes contidas em [n]'
Dem. sejam x1,x2,...,x' as distintas úr-classes de [n]. Para cada Íe
{L,...,r}, definimos o subgrafo ei=(U},fi) de 6,, do seguinte modo: Vi=Ai e
Eh = {@ lni, nj e Ái }. Pelos Lema s 2.5, 2.6 e 2J, concluímos que Gà1, Gi' "' ' Gl
são as comPonentes cono(as de Gz.!
Observemos que para obter uma relação mínima para o, temos de nos
preocupar apenas com aqueles elementos de S para os quais o grafo Gntem mais do
que uma componente conexa, ou seja, com os elementos n e S\{0} ta! que Gr, é não
cono(o. para cada um destes valores de n, construímos o grafo que lhe está
associado, e em cada uma das r componentes de Gn, ou seja, para cada , €
{L,...,r}, escolhemos um vértice np, pertencente a yaí e um elemento aÍ:
(r1,,...,4)elnl, @ffi oi.+0. Então, Ía'f, , .-- , Ía'f, são as r distintas ar-
classes contidas em [n] e podemos definir Y, = {(ar,a'z), "' , (ar,a')} '
prcposição 2.9: Seja S um semigrupo numérico, {7.1,n2,...,n } o seu sistema




com c,i+fii+r+"'+ üpnp EAp(S,n)nAp(S,nz)n"'ÂAp(S,nia1), para todo o
Í e {1, ...,p - 1}.
Dem. seja s e.s. utilizando o Lema 1.13, tem-se que s = dLnr * w1, COITI
w1 e Ap(5,n1) e wi = o;ia1fli+r * wÍ+r COm wr+r € Ap(5,n1) n Ap(5,n2) n "'n
Ap(S,n). Uma vez que os pares ordenados (ai,wi) são únicos, concluímos a
unicidade da o«pressão s = orttt+ aznz...* aonr' l
s-
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Definiçáo 2.10: A expressão s = d1Í\ * a2n2 "'* apnp , referida na
Proposição 2.g échamada a forma canónica de s para a ordenação dos geradores
Í11,Í12, ... rh.
Necessitamos, então, de saber quais oS valores de n para os quais Gné náo
cono(o. Isto é possível utilizando a seguinte propriedade:
Teorema 2.11: Seja S um semigrupo numérico, br' nz 1 '' < ""\ o seu
sistema minimal de geradores e n €S\[0]. Se Gré não cono(o então n=wlni r
com w e áp(.s,n1)\{0} ei e {2' -..'p}.
Dem. seja n e s tal que Gn é não ç6no(o. observamos, em primeiro lugar,
que n não pode ser gerador minimal, caso contrário o grafo associado é ono<o
(reduz-se a um vértice). consideremos, então, n*ni, com Í e{l,'..,p}. vamos
suporque: n -nrÇSoun-n1 €.S.
Se n- n1Ç.5, então n=w €áp(.§,n1)\{0}' Como C, é não cono(o' Vn#0'
obtemosque existem i,ieitz,...,P} , com Í *i,Élque@,ÇEn' Donde n=(n-
n) * ni e n- ni e /p(.§,nr)\{0}. De facto, se n - ni Ç AP(S,nr)\[0], temos que
n-nj-nrÉs, ou seja, n =(ni*n1)+s,comsE's, e , consequentemente'aÉ
Áp(§,n1)\{0}, o que confadiz a hipótese.
se n- nlÍ-sl então n1Evn. Mas, como o grafo G, é não cono(o, podemos
considerar zrj peÍtencente a outra componente conoo de Gn' Donde n = (n - n) *
ni e (r- ni)-nrÉ§ en -ni É^§, portanto n-ni eáp(S'n,)\{0}'!
Passemos, agora, à descrição do procedimento que permite obter uma
apresentação minimal para o semigrupo numérico S'
Método algorítmico 2.L22 Para determinar uma apresentação minimal p
para um semigrupo numérico S devemos percolrer as etapas seguintes:
t) DeterminamosáP(S,nr)
2) Determinamos (Áp(.S, n1)\ {0} ) + br, ..-,n"}'
3) Para cada elemento n e (Ap(s,nr)\ {0} ) + fur,"',np}, consüuímos o grafo
Gn.
4) para cada grafo Gn não cono<o obtido na etapa anterior, escolhemos um
vértiCe rli êlTl Cada Uma das SuaS r Compgnentes COng)(aS e OçreSS'lmOS n
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na forma canónica para a ordenação dos geradores
ni ,r11,...,Íti-11ÍLia1, ...,f,p. (Observe-se que nesta representação podem
aparecer apenas vértices desta componente conoG')
5) Definimos
Pn = { (ar, ar), ..., (ar, qr)}'
6) Definimos
o =l)o^
Nota: Tem-se que * pn é igual ao número de componentes @no(as de Gn
menos um.
Exemplo 2.L32 Determinar uma apresentação minimal para o semigrupo
numérico S = ( 5, 8, LL,L?!,
Começamos por determinar S e f($ e o conjunto Apéry relativamente a 5'
Então .§ = [ 0, 5,8, 10, \1,L2,13, 15, 16,77,18, 19, +]; F(S) = L4 e Ap(S'í) =
[ 0,8, 11, L2,L9].
Determinamos (Áp(S,5)\t0]) + { 8,11, L2} = U6,L9,20,22,23,24'27'30'37}'
Estudamos os grafos G? com n pertencente ao conjunto anterior. Para cada
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para n = 24, Wdemos escrever duas ogressões de n que envolvem o vértice
8. Neste caso escolhemos uma delas para representar os elementos da componente
cono(a onde peftence este vértice e definir a relação pretendida. Portanto, uma
relação minimal Para s é
p = {((0, 2,0,0),(1,0,1, O)), ((4,0,0,0), (0, 1,0, 1) ), ((0, 0,2,0),(2' 0' 0' 1))'
((e, t,0,0), (0,0,1, 1)), ((0,9,0,0), ( 0,0,0,2)))'
2.2. Apresentação minimal para um semigrupo numérico
com dois geradores minimais
Exemplo 2.142 Seja S semigrupo numérico e {a,b} o seu sistema minimal de
geradores. Vejamos que
6 = {((0,0), (0,4))} é uma apresentação minimal 
para S'
Com efeito,
Ap(S,a) - {0,b,2b, ...,(a - L)b}.
Logo,
áp(S, a)\[0] + {D} = {2b,3b, ...,ab}.
visto que m.d.c.(a,b)=1, st a-l elementos de Áp(s,c)\{o}+{D} têm
todos grafos associados cono(os, à o<cepção de ab, cujo grafo associado tem duas
componentes cono(as: {a} e {b}, uma vez que ab = b'a* 0'b = 0'a* a'b'
Assim,
6 = [((b, o), (0, a))].
2.3 Apresentação minimal para um semigrupo numérico
com três geradores minimais
Seja S semigrupo numérico Q, {n1,n2,rls} o seu sistema minimal de geradores'
Para cada Í e [1,2,3], definimos
cí = min{k e N\{0} lknie(ni,ntl,com[i,1,t] = {1,2,3}e j +t}'
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Dado nÉs, o grafo associado a n é não cono(o apenas se ne {c{t1, c2ft2,
c3n3. Vamos distinguir Úês casos:
Se crn, = czflz = c3n3, tem-Se
6 = {((cr,0,0), (0, cr,0)),((tr,0,0), (0, o, cr))}'
Se c1n, : Ítrnlz * Tlrtls Q c2n2 = c3lls * c1n1, tem-se
o = [({cr, o, 0), (0, rr,, rr, )), {{0, c2, 0), 
(0,0, tr))}'





a = {((rr,0,0),(0,4,,rr,)),({0,.r, 0),(rr,,0,,r.)),({o,o,ca),(r3,,r3,'o))}'
Exempto 2.15: Os semigrupos (6,10,15), (6,7,91 e (5,6,8), são o(emplos
dos ü& casos anteriores.
De facto, se .§ = (6, 10,15), temos Quê {c1nr, c2tt2, csr.t} = [30],
então
o = {((5,0,0), (0,3,0)),((5, o, o), (0,0,2))}.
Se § = 16,7,9», temos Qu€ {c1n1, c2n2, cant} = {3 x 6, 3 x 7,2x9}, donde
3x6:2x9 e3x7=2x6+Lx9.
Obtemos
6 = [((3,0,0), (0, g,z)),((0, e, o),(2,0, 1))]'






6 = {((a,0, o), (0, 2,1)),((0, e, o),(2,g, 1)),((0, o, 2),(2,1,0))}.
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Capitulo 3
Limite superior para o cardinal de uma apresentação
minimal
A partir de Hezog [9] e de Rosales [11], temos que o cardinal de uma
apresentação minimal para um semigrupo numérico é sempre maior ou igual à sua
dimensão de imersão menos um e que são os semigrupos numéricos que são
intersecção completa que atingem o menor cardinal. Além disso, Bresins§ [6]
mostra que o cardinal de uma apresentação minimal não pode ser limitado
superiormente somente em termos da dimensão de imersão do semigrupo numérico.
Neste capítulo, vamos estabelecer uma quota para o cardinal de uma apresentação
para um semigrupo numérico em função da multiplicidade e da dimensão de imersão
do semigrupo numérico. Mostraremos que, no conjunto de todos os semigrupos
numéricos com uma dada multiplicidade, são os semigrupos numéricos com máxima
dimensão de imersão que admitem uma apresentação minimal Com o maior número
de elementos.
Começamos este estudo determinando o cardina! de uma apresentação
minimal para um semigrupo numérico com máxima dimensão de imersão, ou seja,
m(S) = s19.
Denotamos o cardinal de uma apresentação minimal para um semigrupo
numérico por # RMs.
Teorema 3.1: Seja s um semigrupo numérico com sistema minimal de




Dem. Denotemos rL1 = rt1, rlz = Ítt * !, ..',tt r: Í\ * (nt - 1)' Dado que
nr = e(S) = m(S), tem-se Ap(5,n1) = {0,n , "',n,.L]t'
Seja n e.S tal que Ga é não cono(o então, aplicando o Teorema 2'11 obtemos
n=w*tti,com w e(Ap(S,n)\to)) e nie{n2,"',hr]t, ou seja, n=rlt* a; I @lrl
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i, j e{2,..., nt }. Portanto, dois casos se podem dar: n=T\* ni r c'oíÍt í+ i e
i, j e{2,...,f,rl,, ou n = Zni,ie{2,...,n1}. No primeiro caso,
flio-o ni
é uma cgmpgnente Conexa de Grr. De facto, se o(istir outro vértiC€, n1, h€Stâ
componente conoG, temos que @i @u ry) é outra aresta de G,r. Obtemos
QU€ ni * nj -(ni*ny) €.s, ou seja, ni - n1 €s e, consequentemente, f,l = ft*.
Analogamente, se q=rí for uma aresta de Gn, temos ni* ni ' ( n1*nv) € S e'
portantO, rli = rlk .
No segundo caso,
flí o
é uma componente ç9ng)6 de Gn. Se o<istir outro vértice, nk, nesta
componente cono(a, temos que @í é uma aresta de Gn. Obtemos que 2ní'
(ni+n1) € S, ou seja, ní - nx E,S e, @nsequentemente, flí -- n*'
MOSüemOS que Gn é nãO @nexo nOS CasOS anteriores. Se n:ntt n; r COÍt
t+ jei, je{2,...,nr}, uma vezquen =fli* niÉAp(5,n1), tem-se fl-r\ eS' o
que significa que n1 évn. suponhamos que ni (ou ni)ê nt estão na mesma
componente conexa. Donde @teE,, assim nil ni'(n1+n) eS, ou *ia, ni'
n1É S1o que é absurdo visto que ni E Ap(S,nr). Se n = Zttt, a situação é análoga.
ISto prOva que 6n é nãO ConO(O Se e Só S€ n = ni*nir COm t, i e{z,...,nr}.
Além diSso, 6r, tem uma componente cono6 colrespondente ao vértice n1 e outra
correspondente aos vértices ni e \. Portanto, uma apresentação minimal para S
tem tantos elementos quantas as oçressões da forma ni * ni , com Í, i e {2, "',nt},
isto é, aS combinações com repetição de n1 - 1 elementos dois a dois, ou seia,
+RMs =Wi(nr- r)=Y,
o que conclui o pretendido. !
seja s um semigrupo numérico e [r1 1n21 ...< 4r] o seu sistema minimal
de geradores. Dado que e(.s) =m(s), tem-se Ap(s'n)={o'n2'""n'r}' pela
proposição 1.28. Podemos, assim, generalizar a propriedade anterior.
Teotema 3.2: Seja S um semigrupo numérico tal que e(S) = m(S)'
Então o cardinal de qualquer apresentação minimal para S é igual a
m(sXm(s) - 1).
2
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Vamos, agora, estudar os semigrupos numéricos que não têm necessariamente
máxima dimensão de imersão.
Seja S um semigrupo numérico e for,nr,...,n"\ o seu sistema minimal de
geradores, com p 1nt< r(.Í). sabemos que § = § u {F(.»} é também um
semigrupo numérico, pela Proposição 1.9. Além disso, dado que F(s) > nr, temos
que m(§; = nr. Mostramos, seguidamente, que é possível obter uma relação mínima
para .§ partindo de uma relação mínima para S, suprimindo algumas relações e
acrescentando ouüas. Para realizar este estudo iremos distinguir dois casos, que
estudaremos separadamente, consoante {n1, rt2, ...,rLp,F($} é, ou não, um sistema
minimal de geradores para s. Veremos que, se {n1,n2, "',n",F(»} é um sistema
minimal de geradores para S-, o cardinal de uma apresentação minimal para.S o(cede
o de uma apresentação para s entre duas a p + 1 relações, e que no caso contrário
esse número é igual ao de uma apresentação para s.
Denotamos o número de componentes cono<as de um grafo Gil , com n E N,
por IVcc(6,).
lcma 3.3: Seja S=(rr, n2,..-,?Lplr com n1 (F(§), e 5=§u[F(s)],
verificando Que {n1, n2, ...,fLp,F(S)} é um sistema minimal de 
geradores para §' Se
n € S, então
1) ne Ap(S,F(s)) - Gn= G,.
2) n ê Ap(s,F(S)) + vu u {F(s)} c 7a.
3) yn u {F(s)} cVn - existe ni e {n1, nz, ...,np]; tal que n = F(S) f ni'
4) lNcc(G) < Ncc(G,,) e Vnv {r(.9)} :Vn) à n:ZF(S)'
5) [Ncc(G,) <Ncc(G) e Vnv{F(S)}:Vn]à
=n=F(S)+ r\ lÍti1 para algum ie{z,"',p}, e com rL1 
e n1 em
componentes conoGs distintas de Gn.
Dem, (1) e (2) são imediatas.
(3) Se yn u [F(.9)] c 7r, então o<iste ni e {nt, "' ,np} tal que n - nt e (S \s)'
donden=F(S)*ni.
(4) Por hipótese, F(S) é o único vértice de 7, que não está em yn. Portanto o
wafo Gn pode ser obtido a partir de Gn iuntando-lhe o vértice r(.Í) e algumas
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arestas. No entanto, Gn náo pode ter nenhuma aresta com vértice F(S), caso
contrário Ncc(G) < Ncc(Gn) Tem-se n - F,(.D e.S, assim n : F(S) + s, com
s € S\{0}. Além disso, uma vez que n - (nt+ r(s)) É §, visto que r(s) é único na
sua componente conexa, tem-se que s=F(S) ( se seS\{o}, s=ftt* s', com
s'e S, tem-se n- (nr+ F(s)) € s). Logo n = ZF(S).
(5) Por hipotese, F(S) é o único véftice de 7, que não está em fn. Assim o
grafo 6n pode ser obtido a paftir de Gn juntando-lhe o vértice F(s) e algumas
arestas que serão da forma flfi ou F-O7x; , @h ni, ni êVn. Se7,77, é uma nova
aresta, n-(n1*n)€ (S\.D , então n=ní*7ll+F(s), donde F6'x, e F($4,
também pertencem a En. 4ss16, relativamente ao número de componentes 
ggno6s
de Gn, basta juntar a Gnas arestas da forma F(F;.
Tem-se n = F(S) +s, com s e S\[0], visto que F(S) € 7,., então n > F(S) +
n1 > F(S=) + n1 O que implica que n ê Ap(s'nr), donde n1É vn. visto que vn= vnn
{f (S)} e F(S) + nl, tem-se nL e Vn .
Além disso, Ncc(G) lNcc(Gn), portanto Ncc(G) > 2. C.onsideremos niE Vv
taf que ÍLr ê n; estejam em diferentes componentes cono«as de Gn e n - (F(S) +
ni)e§. Tem-se que n =fli*w, com weAp(S,nr) visto que n -(nr*n)=(n-
n1)-n1ês. EntÊíoni*w =F(S)*n1*s, COm se§\{o} (s*0 porque sê s:0
+ w :F(S)). Assim, w = F(S) + s > F(S) +nl, por outro Iado w < F(S) *n1, uÍlâ
vez que w E Ap(S,n ). Donde w = F(.S) * nr.
Logo n = F(S) *n1 *ni, para algum i e{z,...,p}, @m n1 e fl1 em
componentes conexas distintas de Gr. !
Lema 3.4: Seja §:(n1, n2, -.-,rtplt com n1 (F('S), e §=Su{F(s)},
verificando qu€ {n1, n2, ...,np,F(.»} é um sistema minimalde 
geradores Para.§' Seja
n €.S. As condições seguintes são equivalentes:
1) Ncc(G) < Ncc(G).
2) n e{r($ + r11,..., F(S) + nr,zF$)}.
3) Ncc(G) = Ncc(Gn) * L.
Dem. 7) tmpltca 2). Se Gn + Gn , aplicando 1) do Lema 3.3, tem-se que
n É Ap(S,F(S)) . Então, novamente por (1) e (2) do Lema 3.3 obtém-se F(§; e 7" e
yn u {F(S)} c 7r. se yn u {F(S)} c 7,n, então o(iste uÍrl n; efur,nz, ...,h} tal que
n = F(5) *ni , poÍ 3) do Lema 3.3, uma vez mais'
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Z)implica3). seja n = F(s) f q, coln i E {1, ...,p}.Mosüemos que o grafo
6,n pode obter-se a partir de G, juntando-lhe apenas os vértices F(S) e n11 Q ô aresta
F6 nr.Assim, concluiremos que Gr tem mais uma componente cono6 do que 6,.'
Notemos que Gn + 0, visto que n € S\{0}, e que niCVn ( porque n-ntÉ S).
vejamos que vn u {ni,F($} = 7n' É imediato que vn u bi'F('$} E 7"'
Mostremos que esta inclusão não pode ser esfita, o que prova a igualdade'
Suponhamos, com vista a um absurdo, que 7r, u {n;,F(.Í)l.Vn. Nesta sitr.ração,
o(iste nj eV \ (7, u [r,i,F(§)]), e portanto n-ni € (S\S), ou seja, n = F(S) *n1=
F(S) + n; r donde ni= flj, o que é um absurdo.
Vejamos, agora, que E, =Enn {FGIA} . É chro que r,,u{F@nr}çE"'
Mostremos que esta inclusão não pode ser es;trita, o que prova a igualdade'
Suponhamos, com vista a um absurdo, que En u {ffi[] . E,. Se a - (ni +np) e
(S-\S), entiío n-(ni+r,*) =F(.§), dondln=F(S)+ ni*n111ou seia, F('S)+n; =
F(S) + ni*n1, e, Consequentemente, fli= f,j*tL* , O que é um abSurdovisto que
fur, nz, ...,"r\ é um sistema minimal de geradores de S
Se n-(r(s)+n;)e5, então n =F(S)*ni*s, com ses\{o}, ou seia,
F(S)+ni=F(S)*ni*s. AsSim, ni=n1*s e, portanto, ni=f,j, vistO que
fur, nr,...,r",F($] é um sistema minimal de geradores de §'
Concluímos assim, o grafo G,n pode obter-se a partir de Gnjuntando-lhe uma
componente cono(a cujos vértices são F(.§) e ni.
Agora, seja n = LF(S). Tem-se que Gn + 0, visto que n €.s.
Vejamos que yu u {F(S)} =Vn. É imediato que vn u {F(S)} c 7,. Suponhamos
que yn u{r(»} cVn . Se n-n; e (§\.§), então n=ZF(S) = F(S) *n1 t ou seja,
F(s) = n; r o 9u€ é absurdo'
Vejamos agora eUê En = En. É chro que Eu c E.. Suponhamos que En c En.
Se n-(r1s;+ n,,)e§, o<iste s€.§ tal que n:zF(S)=F(§) * n1*s, logo
F(S) = ni * s, o que é absurdo porque {n1, nz, ...,n",F(S)} é um sistema minimal de
geradoresde§. Se n-(ni+ ,*) € (5 \,S), tem-se QU€n:2F(S) =ni* np .'t- F(§),
donde F(s) = ni * n1r, o que é absurdo pela razão anterior, também.
Concluímos assim, que o grafo Gn pode obter-se a partir de G1 iuntando-lhe
uma componente cono@ com um único vértice: F(S).
3) impttcar). É imediata. n
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Lema 3.5: Seja §=(n1, n2,...,np» com n1 (F('§), e §='§u[F(s)],
verificando quê {n1, nz, ...,r,p,F(D} é um sistema minimal de 
geradores para §' Seia
n E S. As condições seguintes são equivalentes:
1) Ncc(G) < Ncc(G).
2) n:F(S) *n1 *ni, para algum te{z,'..,p}, e com n1 e ni em
componentes conexas distintas de Gn.
3) Ncc(G) = Ncc(d,,) + 1'
Dem. t) imptica}). se Ncc(G) < Ncc(G) então Gn+ Gn, donde n É
ap(§,r1S;) e portanto Iz,, u {F($} c [r. De facto, verifica-se a igualdade, uma vez
que se ynu[F(S)]c7,., o«istirianiefur,n, ...,n"] tal que n =F(s)+ry ((3) do
Lema 3.3) , donde, pelo Lema 3.4 teríiamos Ncc(Gr,) < Ncc(õr). Mas, se 1zn U
[F($] = 7,, e Ncc(G) l Ncc(Gn), aplicando 5) do Lema 3.3, concluímos que
n =F(S)+n1 +ni1 pôÍôalgum ie{z,...,P},e nr ê Q €lTlComponentesconelos
distintas de Gn.
2)implica3)'VejamosqueVn=VnU{F(s)}.Sen=F(s)+n1*n1,entiío
F(D e 7r, e portanto ynutF(.9))c7r. Se o«istisse niE{n1,nz, -.,h} tal que
n-nj € (S\s), então n=F(S)ini , ou seia, F(s) *n1 *ni =F(S)*n, , e
portanto n1 *ni=ÍLir o que é absurdo. Portanto a inclusão anterior não pode ser
estrita, o que prova a igualdade Vn = Vn u [F(s)].
Estudemos agora as arestas de õr. Se ry € (Ei \Ez) tem-se n - (ni * ap) =
F(§), donden=F(s)+ ni*n1, e portanto F(F; eEne F@; eE,' Logo para
calcular o número de componentes cono(as de d, em função dO de 6,., baSta juntar
a Gn os lados da forma @ .
Por hipótesê, t=F(s)+ n1 lni, assim n1 Q ni estão em componentes
conoos distintas em Ga e na mesma componente cono(a em õn, donde wcc(6n) <
Ncc(G)+ 1. Vejamos que não existe nk pertencente a uma componente cono{a
distinta de n1 e de ni, tal que F(F; e Er. Se odstisse nk nestas condições, enüio
n=nk+w,com wê.Ap(S,nr), vistoque n -nxÉ.s € n -nv-n1 Çs' como
FOnk eEil então n= F(.§)*nyls, com se§\{o} . Assim, F(^S)+nr+s=nk+
w, ou seja, F(s)+s=w. Então w=F(S)+s2F(S)+nr e por outro lado,
w E Ap(S,nr) + w > F.(S) *nr, assim w = F(S) +nr. Tem-se que n = F(S) +'n1 I
ni = F(§) +n1 + nx I Ítí = nk o que é impossÍvel'
Logo Ncc(Grr) = Ncc(Gr,) + t'
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Além disso, sabemos que Gn tem pelos menos duas componentes conexas,
uma delas onde pertence o vértice nl e outra onde pertence O vértice nt t ê O grafo




3) impticar;. É imediata. r
Teorcma 3.6: Seja S um semigrupo numérico e br 1 nz I ...< "a\ o seu
Sistema minimal de geradores, com n1 < F(S), verificando Que {n1, n2, ...,no,F(S))
é um sistema minimal de geradores para § = § u {F(S)}. Seja n e §. Então
+ RMS + 2 <*RM.§ <# RM.S + p + l.
Dem. Temos que












Seja á={rqS) *111,..., r(S)+"p,zF(»} Q B: [n ESln:F(S) *n1*ni'
com Í e {2,...,p}, ê zt1 ê ni €lrl distintas componentes @noos de G.}'
Então,
+RMs=flivcc{õ,)- 1l+ftivcc{G,)- 1l+ .I Uvcc(õ,)- rl'neA neB n€s \ aáuBu {o})
orarsenÉA,tem-sequeNcc(õr,)=Ncc(6r,)+t'peloLema3'4'eseneB'
tem-se Que Ncc(õr,)=Ncc(Gn)-1, pelo Lema 3.5. CIaro que se nÇ(AUBU{0}),
Gn e Gntêm o mesmo número de componentes cono(as'
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Assim, obtemos
neA
)tru"'{d,) - 1l = )tiv."{ G) - 7) * p * |
neA
e
f trv"c{c,) - 1l > }trv."{ G^) - Ll - (p - L).
neB neB
Então
+RMS+piL-(p-1)< +RM.S < +RMS+p+L.
Logo
# RMS +2 < + RMs <+ RMS *p * L.
Eshrdemos, em seguida, o caso em que fur, nz, ...,n",F(s)) não é um sistema
minimal de geradores para §.
lcma 3.7= Seja .S=(n1, n2,...,np\, com n1 <F(S), e §:su{F('»},
verificando que {nr, n2, ...,tLp,F($} não é um sistema minimalde geradores 
para §.
SejaneS.Entlio:
1) np = F(S) + nr.
2) for, n,, ...,np-r,F(S)] é um sistema minimalde geradores para s-'
3) n eáp(S,F(s)) -Çn-fin.
4) vnv {F(.9)} cVn *o(iste ni E {n2, ...,no-r} tal que n = F(S) * nr.
5) [v, u {r(.D} =Vn e Ncc(G) < Ncc(G)] =+ n = zF(s)'
6) n ê Ap(S,n) -,lVcc(õ,,) 
< N cc(Gn)
7) Vnv {F(S)} - ln - Ncc(G) 3 Ncc(Gn)
8) [ivcc(õ,) <Ncc(Gn) e Vnu tF(s)] =Vnv {"r}l -
J,neftt,+n , ..., r:a+n -t,2t:,]1
Dem. 1) Se {nr, rL2, ...,tLp,F($} não é um sistema minimalde geradores de §,
então o(iste n1 e {nr, nz, .-,r.,} tal Qu€ n; = F(S) + s, com s e § \{O}. Portanto
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n, > F(S) *n1= MâxAp(5,n1). Dado que nreAp(S,nr), tem-se necessariamente
que ni > n",logo nj = np e np = F(.S) * nr.
2) Por 1) tem-se quê {n1, Ttz, ...,h,F(s)}= fn1,nz, ...,np-r,F(s)lnr,F(s)},
logo {nr, n2, ...,nr-r,F(s)}é um sistema minimal de geradores de §.
3) Por hipótese n e Ap(S,F(s)) , ou seia, n - F(s) É §, portanto F6) eUn.
Vejamos que np É lzr. Suponhamos, com vista a um absurdo, que n, é vértice de Gn.
Tem-se que n-ne e.S, então n=np*s = F(.§) *n1*s, para algum s €S, e
portanto n e Ap(S,r(s)). Assim np ÇVn. Concluímos que yn e Vn e En ç En .
Vejamos que 7n = Vn ? En = En.
Suponhamos, com vista a um absurdo, que se verifica VncVn. Neste caso,
existe nie{nt,fl2, ...,ÍLp-r} tat que n -nj ê (S\s) Tem-se que n =n* nl*
F(S), o que implica que n - F(S) = rlj E§. togo Vn =Vn.
Suponhamos agora que Ei c En. Uma vez que Vn: Vn, odstem ni, nl E Vn ál
que2??-(nr* n;) e (§\§), logon =F(s) *ni* 7ri e portanton-F(s) €5, o que
conüadiz a hiPótese. Logo En = gn.
4) Como yn u {F(.s)} c 7,n, o<iste ni É. {n1, nz, ...,no-r} tal que fl - ni € (§ \.r)
- n=F(S)+ni. ASSim, baSta mOStrar que ni*n1. De faCtO, S€ rt; =n, tem-Se
que n = F(S) *nt=np etupe y,n , mas tupeU, é um absurdo. Portanto n = F(S)*
n;, COITI ni É.{n2, nz, ...,np-t}.
5) Se 7r, U{F(S)} = 7r,, tem-se F(S) e VrenpêVn,eo grafo C, podeobter-se
a partir de Gnjuntando-lhe o vértice f'(.D e algumas arestas. Visto que Ncc(G") <
Ncc(Gn), as novas arestas não podem ser da forma F(S)rx-; . Assim, tem-se que
n-F(s)eS\{o} e n-F(s)-niÉ.S, donde n =F(S)+s,comsE.§ tal que
s-7rrÉ§, para todo o niÉ.{n1,Ítz, ...,no-r}. Assim, s=F(S), e portanto rL=
zr(D.
6) Sen É.Ap(S,np),tem-sequen" elr,neF(s) e7r,, portanto lz"u{F(S)}c
v"vfu]'.
Se yn u {F(s)} cV,v {na}, tem-se que n = F(.§) * ai para algum ni E
br, ...,no-r). nÉm disso, n-ne = n-(F(s) +ar) = F(s) *ni-(F(s) +nr) e s .
Tem-Se que ní - nr ES, e pOrtanto ni = nr, dOnde n = np. ASSim, 6r, tem Uma úniCa
componente cono(a cujo único vértice é n, e õr, também tem apenas uma
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componente cono(a, sendo 7r, ={F(^§),n1} ê En={;lf-(S». Logo Ncc(Gn)=
Ncc(Gn) = 1,
Mostremos que, no caso em que yn u{F(s)} =Vnv{nr}, tem-se Ncc(G)<
Ncc(G").
Comecemos por observar que n-(np*n;)=n-(nt+f(S)+n1) Assim, se
@t e En, tem-se EF§)eEu. Além disso, m e E, implica queWeE,. Ou
seja, o grafo Gn pode obter-se a partir do grafo Gr,, substituindo o vértice np WÍ
F(S) e acrescentando novas arestas, se for caso disso. Uma vez que não se
acrescentam outros vértices, o número de componentes cono(a do grafo õ,n é menor
ou igual ao número de componentes conexas do grafo Gn.
7) Se 7n u{F(§)} = [,, = npêV, e F(S) € fn. O gÍafo GL pode obter-se a
partir do grafo Gnjunbndo um novo vértice e algumas arestas que podem ser da
forma @ ou nA , com ni,niÉVn. OÍa, n=F(S)+s, com se§\[o], logo
n >F(S) *n1, ê portanto n-r\e§. Tem-s€ r11 87r,, e uma vez que \*F(S),
concluimos que n1 e Vr. Além disso, a1F-O ê En , uma vez quen, êVn .
Suponhamos que Ncc(G) > Ncc(G). Neste caso, Ncc(6") 2 2, e portanto
o<iste um vértice ni E {n2, ...,ro-r} tal que n1 Q, ni estão em componentes conoos
diferentes de G,, e , 4F§ e Er. Se n1 Q, ni estão em componentes conoos
diferentes de Gn, tem-se que n =nj*w, com wEAp(S,n ). Assim, n=ni*
w=tj+ F(S) +s, com s E ^§. PortaÍlto w= F(S) +s, o que implica que s = nr. EntEio
n = flj * np , o que é impossíve!, uma vez que np êV".
8) Se ynu{F(s)} =Vnv{nr}, tem-se que 7r êAp(s,n ), então 6,,. pode ser
obtido a partir de Gn mudando o nome do vértice np Para F(S) e juntando algumas
arestas, se for caso disso (ver demonstração de 6)). Além disso,nrêVn,umavez
que {F(S)} e 7, (ver demonstração de 7)).
Como, por hipotese, Ncc(Gn) 1 Ncc(Gn), en6o Ncc(Gn) 22, Q portanto o«iste
um vértice ni e {nz, ...,np-r} tal que n1 ê ni estão em componentes cono(as
diferentes de 6, e Ç@ e E".
Consideremos em primeiro lugar que ni # rh. Se fl1 e ni estão em
componentes cono(as diferentes de Gn, então n = nj + w, com w €. Ap(S,nr). Tem-
se que t=njlw=ni+F(S)+s, com se§. Portanto w=F(§)+s, o que implica
que s=nr. Assimr n=ni*Lpr colrl n; ebr, ...,no-r\ tal que n1 En1 estão em
componentes conexas diferentes de Gr.
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Suponhamos, agora, que nj = nr. Isto significa que o único vértice de Ga que
não está na componente cono(a que contém o vértice n1 é np, então este é o únio
vértice dessa componente, pelo que n - knr. Uma vez Qu€ Ncc(G,.) =f L, tem-se que
n#tuylogon=Znp.l
Lema 3.8: Seja S=(nr, n2,...,na\, com nr<F(S), e §=SU{F(S)},
verificando Que [n1, r.2, ...,ftp,F(S)] não é um sistema minimal de geradores 
para S-.
Seja a e ^s. As condições seguintes são equivalentes:
1) Ncc(G) < Ncc(6,).
2) n € [F(s) * n2,..., F(.s) * np-t, 2r(S)].
3) Ncc(G) = Ncc(6,,) * 1.
Dem. L)tntplica(2). Se nÇ,Ap(S,h), Pelo 6) do Lema 3.7, tem-se que
Ncc(G)íNcc(G,r), donde neAp(S,no). Além disso, podemos considerar que
n É, A1(S,F(S)), visto que 6u + Gn, pelo 3) do mesmo Lema. Assim, n - F(§) e 5,
logo 7,n u {F(s)} c 7rr. se y,. u {F(s)} c 7r, existe ni É {n2, ...,no-r} ta! que n =
F(§) * n1, pelo 4) do Lema 3.7. Se Iz,, U {F($} : 7,, , dado Que IVcc(G") <
Ncc(Gn), por hipotese, tem-se n = 2F(S), pelo 5) do mesmo Lema.
2) implica 3). Seja n e {r1s; t rL2, ..., F(s) + n -r, ZF(S) }. Veiamos como
podemos obter o grafo Gn a partir de Gn. Para efectuarmos este esh.tdo
consideramos separadamente os casos n =F(S)*ni,colll ie[.2,.-.,p-1-} e
n = ZF(S).
Seja n =F(S)ia;,corTl ie{2,...,p- 1}. Observamos em primeiro lugar que
n1ÇVn en"Ç7rr. De facto, n-rli=F(S)És, e *?h eyn tem-sên=\*s=
f(S)+zr1*s, com seS\{0}, donde ni=n:+s o que é impossÍvel. Entiio Vr,u
{F(^§),ni} E 7,n. Suponhamos que o<iste ni E{n1, ...,no-r} tal que n-nl e (S \$.
Tem-se que n=nj +F(S) = F(.§)*ni , donde tj=ni Verifica-se assim a
igualdade Ya u {F(.S), nt} =Vn.
Analisemos 8,.
Tem-se que ffifi e E,. Mostremos que En=Enu {F§)Ç. Se o<istir
W e (8,\E ) tem-se que n - (nj +nx) = F(.§), então F(S) +ni = F(S) tq tnv
e portanto rli =njlnk, o que é impossível. Se existirF@; e (E.\E ), tem-se
que n- (F(S) *nr) - F(,S), logo r(S) *ni =F(S) +F(S) +nr, = F(§), e portanto
ni = F(S) I n*,o que é imPossível.
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Então
Gn
Seja n = zF(s). Também neste caso np ê vn. Se ,, E yn , tem-se que zF(S) =
h+s= F(S) *n1*s, logo F(S)=n1*s ES, o que é impossível. Então VnU
tF(s)) c 7,n. Suponhamos que existe ni É.{n , ...,rr-r} tal que n-nl e (S \s). Tem-
se que n=nj+F(S) =2F(S), donde nt =F(S), o que é impossível. Verifica-se
assim a igualdade yn u {F(.s), nt. = Vn.
Mostremos Qu€ Er= En. se o<istir W e (E"\8") tem-se que n - (pi + n*) :
F(.gy, donde 2F(s) =F(S) +nj+nrí e poftanto F(s) =nj*rlk,o queé impossíve!.
Se o<istir F(S)nk E (Ett\En) tem-se que 7r-(F(S) +nk)= F(§), assim zF(S) =




Logo Ncc(õr) = iVcc(Gr) * 1.
3) inryticar). É imediata. tr
Lema 3.9: Seja S=(nr, n2,...,nplt com n1 <F(S), e §=.Su{F(s)},
verificando QUe {n1, n2, ...,no,F(S)} não é um sistema minimal de geradores para §.
Seja n E.s. As condições seguintes são equivalentes:
1) Ncc(G) < Ncc(G,).
Z) n e {h * tL2, ..., rh * th-r, 2""} .
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Dem. L) ímplicaz). Se Ncc(G) < Ncc(Gn) tem-se que Gn * Gn , entÊío
nêAp(s,F(S)). concluímos que F(s) Évn .Além disso, a condição ivcc(6,)<
Ncc(G) obriga a que Ncc(G) >2 , pelo que n +np, uma vez que em caso de
igualdade o grafo G, tem apenas o vértice ne.
Vejamos que np € yn. De facto, * n" e 7,, isto significa que yn u {F'(s)} c Vn .
Se esta inclusão for estrita, o<iste nie {rlz, ...,Ítp-t} tat que n-nt € (.§ \^S), donde
n =F(s)*n,.4s51r, pelo Lema 3.8 concluímos Que Ncc(Gr,)<Ncc(Gn), o que
conüadiz a hipótese. Logo y,, u {F(S)} - 7r. Mas, nestas condições, o Lema 3.7
garante Quê IVcc(G,.) < Ncc(G,r), o que tamtÉm não se pode verificar. Logo h eV",
Mostremos que vn u {F(s)} = u"v {h\
Como n-ne É.s e n-r($ e§ , então vnu{F(s)} =vnv{"r}. S" vnu
{F(s)} cVnv{nr}, tem-se que tl-rlíe (§\.§), para algum n; e {n, ..-,ro-r},
donde n = F(S) + nü. Pelo Lema 3.8 concluímos que iVcc(6,,) < Ncc(Gr,), o que
conüadiz a hipótese.
Assim, yru{r(S)} =Vrv{"r} e Ncc(d,) lNcc(Gn), por hipotese, logo
nefu *n, ..., n,*n -r, 2n \.
2) inryltca 3). Vamos estudar separadamente os casos n = Znp e
n efu *fl2,...,t1, + "o-rl.
Sen= np*ni,Pàft algum ie{2,...,P- 1}, O grafO G,, tem uma Componente
conoo constituída pelos vértices n" e n; € pelô aresta @t . Mostremos que não
o<iste outro vértice nesta componente conelo:
Se n, + ni - @ + n) eS, então np * ni = np + ni * s, portanto í4 = frl -
Se n, + ni - (ni + nj) e.s, então np * ni = flí * ni * s, logo no = nt.
Vejamos em seguida que n1 e Yn.
De facto, íL-r\=np+rli-t\ = F(S) *n1*flí-r\ = F(S) lniÉ's. Assim,
n, é um vértice de Gn e pertence a uma componente conexa distinta da componente
cujos vértices são n, e ni.
Mostremos que Yn u {F(s)} = V"v fu}
Tem-se que ynU{F(S)} =Vnv{nr}, uma vez que npêGn e F(S) É Gn.
Suponhamos que se verifica y,t u[F(S)] cV"v{n}. Então, existe ni,coÍíti E
{2,...,p - 1}, tal que n -nj É (S \S), donde n=np*ni: F,(S) +n;. Portanto,
F(S)+ n1*ni= F(S) *ni r Iogo n, *ni- ni t o que é impossível visto que r.ttrtí
e n; pertencem a um sistema minimal de geradores de S.
Analisemos agora as componentes @noos dos grafos Gn e Gn.
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DeSignemoS por Vr!, Vnz,...,Ví os coniuntos dos vértices daS r cOmponentes
cOnO13S de Gn, COm ytll = {nr,"p} en1 eVrl. Já vimOS que nl e zrí pertençem a
componentes conexas distintas de Gn, no entanto os vértices n1,rri ê F(§) pertencem
à mesma componente conexa do grafo õr, uma vez que n=np*ni= F(S)+n1+
n;. Designemos esta componente pot U;.
Mostremos que os conjuntos dos véftices das componentes cono(as de G, são:
7,1 = (rj\{n }) v u* u {F(s)},
Vn' = vi, -..,V{-' = vr{ .
Por construção de 7,,1, obtém-se que 7,,1 s 1t2,,11{nr}> v ui u {F(.Í)}. MosÚemos
que esta inclusão não é estrita. Suponhamos que existe outro vértice nk nesta
componente conexa, então "* e 
(Vi\{"r})vu* u {r($} ê ni E (v"'\{rr}) vvnz v
{F(s)} tal que tg e 8".
Suponhamos que ni+F(S). Então n-(np+ni) e t§ \§), ou seja, n = F(S)+
ny*ni. Masn* ÇVnz , donde n=nk+w, com wEAp(5,n1). Assim, F(S)+np*rti=
tllr*w, portanto F(S) + nj =w, entÊio f,j =ttr êni=np, o QUê é absurdo visto que
ni eVr|.
Suponhamos que n; =F(§). Então n-(n*+F(.D) e§, ou seja, n =r.k*
F(S)+s,com sES-. Mas n =flk*w, com weAp(S,nr), portanto np*F(S)*s=
ny * w, enüío F(S) + s : w. Como f'(S) + s > F(S) f n1 ê F(S) + s = w e Ap(5,n1),
tem-se que s:nr, donde w= nr. Tem-se que n:np+ÍLi=rlk+np, e portanto
rli=ÍLwoqueéabsurdo.
Provemos que Vnz = VÍ,...,Vr{-' :Vr{ .
Basta mostrar que sê nr eV{ enieVr!, com p +t ep,te f3,...,r}, entlio
n- (n*+n) ê S.
Suponhamos que nkeV: ê, ni êVj, am p+t e p te{3,...,r}, ê n'(n1rt
ni) €§. Dado que n-(nx+n)ÉS, uma vez que n1lQni pertencem a componentes
cono(as distintas de Gn, tem-se que n = rlk* ry + F(§). AIém disso, ny É.Vj , donde
n=nk*w , com w eAp(S,n). Assim, w=f,j+F(.í), !O90 n; =rrlt, O qUe é
absurdo.
Se n = Znor ôsituação é análoga.
Mostremos que o grafo Gn tem uma componente cono(a, apenas, e que h é O
único vértice dessa componente. Suponhamos que n-(ne*np) eS. Então 2h=
np*nt +s, @m s € §, dOnde h=n*+s, e pOrtantO s:0 ef,p=n*, Uma VeZ que
h ?n* pertencem a um sistema minimal de geradores de S.
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VejamOS que nl eyn. De faCtO, fi-nt=)-r\=Ztlr+zF(S)-f,r=ttt*
2F(S) e S.
Mostremos que Yn u {F(s)} = V"v fu}
Tem-se yn u {F(s)} e V^v {n }, uma vez que np e Gn e F(s) € 6u.
Suponhamos que se verifica ynU[F(S)] cV"u{no]t. Então, o(iste ni,CoíÍtiÊ
{2,...,p-1} tal que n -njÉ (.§ \S), donde n =F(S)+tlj. Portanto,Zno =F(S)+
nr*np = F(S) *n1 reportanto nr*np= f,j , oque é impossívelvistoquenl, np e
nj pertencem a um sistema minimalde geradores de S.
Analisemos agora as componentes cono(as dos grafos Gn e Gn.
Designemos novamente os coniuntos dos véftices das r componentes cono(as
de Gr, por Vi, vnz,...,Vr{ , oom ynl = {h} a r, eV*. Já vimos que nl € ni €stão
em componentes conoos distintas de Gn, no entanto os vértices n1 e F(§)
pertencem à mesma componente cono(a do grafo õr, uma vez que n = Znp :
zF(S) t Zn1. Designemos esta componente por Vl.
Mostremos que os conjuntos dos vértices das componentes cono(as de õ,' são:
Pf, = 1tzj1[n ])vun' u {F(s)},
Vn'= vi,..-,Ví-'=vÍ.
Por construção de 7,1, obtém-se que U* ç (v"\\{np}) v un'u {F(.t)}. Mosüemos
que esta inclusão não é es,trita. Suponhamos que existe outro vértic€ nx h€stâ
componente cono(a. Tem-se que nk e (y,l\{np}) vvn2 n {F(s)} ê ni É (Iz"'\{"r}) u
7,2 u {F(§;} tal que @ eE,. Suponhamos que ni + F(S). En6o n- (nv+n1) e t§
\.§), ou seja, n:F(S) lnlr*ni. Mas npÉ.Vnz , então n=rlk*w , @m lve
Ap(S,n). Assim, F,(S)+ny*ni=n**w, donde f(S)+aj=w, e portanto f,l=nt,
lOgO w=nr. Tem-Se que n=Znp=r.k+?,h, e pOftantO h=fL*, O que é abSUrdO
visto que np evi. Suponhamos que ni = F(§). Então n- (nx+F(t) e §, ou seja,
n=nk+f(S)*s,comsG§ Ora, n=nk+w, com w eAp(S,nr), assim np+
f(S)+s=7rk +w , e portanto F(S)+s=w. Como F(S)+s>F(S)*n1 € F.(S)+
s =w É.Ap(5,n1), tem-se QU€ s =nr, donde w--ne. Tem-se, assim, que n -Zno:
n11l\r reSultando qle h=flk, O que é abSurdo. Logo 7r,1 = (y"'\{ne})VV*V
tr(.í)].
Provemos agora que Vnz - v;,"',uí-'=ví' Basta mostrarque se nvev{ e
fljeV:, com p +t e p,tE{3,...,r}, então n-(n1r+ry)ê5. Suponhamos que
nyeVf e, niê.Vrt, com p+t e p,tl{3,...,r}, € n-(nx+rtr)€S. Dado que
n - (nx + n) É.s, visto que nr. e n; €stlio em componentes cono(as distintas de Gn,
tem-se que zr =nk*ry+F(.S). Além disso, visto que n1,ÉV,| , obtemos que
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ÍL=rlkiw , com w eAp(S,n1). Assimr w:n;+F(S), logo ny =f,l, o que é
absurdo.
Assim, o grafo C,l pode Obter-se de Gr, juntando duas CompOnentes numa sO e
mantendo as restantes. Logo, Ncc(G) = Ncc(Gn) + L.
3) impttcal). É imediata.tr
Teorema 3.10: Seja S um semigrupo numérico e {r, 1 n21 ... < n } o seu
sistema minimal de geradores, com nr < F(S), verificando Qu€ {n1, nz, -.-,h,F(S)}
não é um sistema minimal de geradores para § =.S u {F(.9)}. Seja n e S. Então





+ RMS: ÍNcc(G") - 71.
AIém disso, § 1S = {F(S)} e Gr(s) é um grafo que contém apenas o vértice
F(S), Iogo
# RM§: I [rucc(c,) - r].
nes\ {0}





+ RMS = )trvr.{ G,) - rl+ )trvcc{6,) - 1l + I_nen nea n€.S\ (áuBu
[wcc(õ") - r].
{0»
Mas, se n E A,tem-se Ncc(G) = Ncc(Gn)+ 1, pelo Lema 3'8, e se a € B, tem-
seNcc(õ,) =Ncc(Gn)-1, pelo Lema 3.9. Échroquese nÉ(AuBu{0}), õr e
6, têm o mesmo número de componentes conoos.
Então 
!
llxcctl,) - 1l = ftiv.r{c,,) - 1l *p - LneA neA
e
)trvcc{G,) - 1l > )trv"«G,) - 1l - (p - 1).neB neB
Limite superior para o cardinal de uma apresentação para um semigrupo numérico 47
Logo + RMS =+ RMS. E
Prcposição 3.11: Consideremos a seguinte sucessão de semigrupos
numéricos
§r :.S e Sr+r = Sí u [F(Si)].
EntÊio
1) Existe e E N tal que Se = (Í\, n1l 1, ...,2n1- Ll.
2) + RMS. + 2 <+ RMSÍ+1se e só se F(Sí) * n, € áp(S,n1)\{O,n ,.-,n }.
Dem. t) É trivial.
2) Condtçáonecessáric. Se + RM.Sí * # RMSt+r, aplicando o Teorema 3.10,
obtemos que [nr, n2, ...,np,F(Si)] é um sistema minimal de geradores pôÍô,S;.r.11
donde F(Sr) + nt * h. Assim, F(SÍ) + nl não é gerador minimal de Si , e portanto
concluímos que F(Sí) + nr eáp(§,n1)\{0,n2,...,r:ep]1.
Condição suf iciente. Se F(SÍ) + n1 E Ap(S,nr)\{O, rr, ...,n }, temos que
F(SÍ)+n, não é gerador minimal de Si. Então {n1,n2,...,n",F(Sí)} é um sistema
minimal de geradores para .S;*r. Então, aplicando o Teorema 3.6, concluímos que
+RMSí+2<*RMSt+r.!
Teorcma 3.12: Seja S um semigrupo numérico e seja fu 1n2 < ...< re) o
seu sistema minimal de geradores. EntÊio o cardinal de uma apresentação minimal
para S é menor ou igua! a
nÁnl- 7) _ 2@r _ D.
2
Dem. Consideremos a sucessão
Sr =.§ e Si+r:Sí U{F(SÍ)}, com Í e{1,2,...}. Pela Proposição 3.11, o«iste e
tal que S"=(n1, fl1*7,...,Znt-1). Pelos Teoremas 3.6 e 3.10, podemOS afirmar
que em cada etapa desta sequência #RM.S; =*RMSi+r ou +RMSÍ <+RM.Sí+I-2.
Além disso, SabemOs que oS aumentos, quando odstem, correspondem aOS
elementos de Ap(S,nr)\tO) que não são geradores minimais de S, que são
o(actamente nr - p elementos.
Então
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Exempto 3.13: Consideremos o semigrupo numérico § = (5,8,14 ). A
sequência acima referida é
St=S,
sz = .§r u {17} = ( 5,8, L4,L7 »,
Ss = Sz U {12} = (5,8, 72,L4,L71 = (5,8,L2,14'1,
S+ = Sa U {11} = ( 5,8, LL,Lz,l4l,
Ss = §+ U {9} = \5,8,9,7L,L2»,
Se = Ss U {7} = (5,7,8,9,LL»,
sz = so u {6} = (5,6,7,8,91.
Observamos que os semigrupos numéricoS §4, Ss, Se e 57 têm todos máxima
dimensão de imersão, pelo que uma relação mínima para qualquer um destes
semigrupos numéricos tem dez elementos, ou seja, + RMsÍ = tt?" = ,r.
Além disso, pelo Teorema 3.2, podemos concluir que o cardinal de uma relação
mínima para s = §r é menor ou igual a 10 - 2(5 - 3) = 6.





E, assim * RM.S, = 3,
Por ouüo lado, a partir de uma apresentação para .S1 podemos encont,ar uma
apresentação para cada um dos outros semigrupos da sequência, uma vez que
sabemos, em cada passo, quais as relações a iuntar e quais a suprimir.
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Na primeira etapa desta sequência, tem-se que [5,8,14] u {L7} é um sistema
minimal de geradores de .s1u {17}, donde ao passar de .S, para .§, ganham-se
quatro relações e podem perder-se duas relações. As relações que se ganham são
17+5=8+L4,
L7+B=5x5,
E as que se podem perder correspondem a n e {22 + 8,22 + 1^4}.
Verificamos que se perde 22+8:\7 * 5 + 8 = 6 x 5 = 2x8+L4.
Neste caso perde-se uma relação e ganham-se quatro, donde # RMS, :5.
Uma relação minimal para .s2 é
17+5=8*14,
L7+L4=3x5+2x8,









L7 + L4= 5 f L2+ 14= 3 x 5 + 2 x 8,
2xL7 =2x5+2x12 =4x5 +'L4= 3x8+2x5.
Quando passamos de.S, para .s3, ganham-se tantas relações quantas as que se
perdem, dado que {5,8,L4,L7}v{L2} não é um sistema minimal de geradores de
Ss = Sz u {12}. De facto, ganham-se
12+8=4X5,
E perdem-se
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ZxS *ZxB = L2+ L4,
2x8+L2=2x14.
Quando passamos de s, para Sn, o número de relações aumenta, atingindo o
valor máximo para semigrupos com esta multiplicidade.






E as que se perdem são
16+8 = 11*5+8 = 2x17 =2x5+2xL2=4x 5 *'14=3 x8+2 x 5,
76 + 72: 11 * 5 + LZ = 2xl4: 4 x 5 * 8.






2xL2= 3 x8 = 8*5+ 11 =2xS +14,
Ll+L4=5*8+12=5x5,
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L2+L4=2x8+2x5,
2xL4=2x8*12.
Confirma-se, assim, que # RMs4 - 10.
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Capí
Semigru pos numéricos irredutíveis
Neste capítulo, iniciamos o estr.rdo dos semigrupos numéricos irredutíveis.
Começamos por mostrar que os semigrupos numéricos irredutÍveis são os
semigrupos numéricos maximais, relativamente à inclusão, no conjunto dos
semigrupos numéricos com um dado número de Frobenius, e mosüamos que dado
um semigrupo numérico qualquer o<iste sempre um semigrupo numérico inedutível
que o contém. Em seguida, caracterizamos os semigrupos numéricos irredutíveis em
função da paridade do seu número de Frobenius (siméticos e pseudo-simétricos) e
em função dos seus conjuntos de Apéry. Observamos que os únicos semigrupos
numéricos irredutíveis com máxima dimensão de imersão são os semigrupos
numéricos simétricos com multiplicidade 2 e os pseudo-simétricos com multiplicidade
3. A finalizar, eshldamos os semigrupos numéricos irredutíveis com multiplicidade 3 e
4, determinando uma apresentação minimal para estes semigrupos numéricos.
4.í. Semigrupos numéricos simétricos e pseudo.simétricos
Um semigrupo numérico diz-se irredutíve! se não pode ser escrito como
intersecção de dois semigrupos numéricos que o contenham propriamente. O
resultado seguinte caracteriza os semigrupos numéricos irredutíveis como
semigrupos maximais, relativamente à inclusão, no conjunto dos semigrupos
numéricos com um dado número de Frobenius.
Teorcma 4.1= Seja § = (nr, n2, ...,np\. As condições seguintes são
equivalentes:
1) S é irredutível.
2) S é maxima! no conjunto de todos os semigrupos numéricos com o mesmo
número de Frobenius.
3) S é maximal no conjunto de todos os semigrupos que não contêm r(§;.
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Dem. \)turyltcaz). Seja T um semigrupo numérico tal que F(T)=F(S) e
^S 
c r. En6o.S = (§ u {F(S)» n T. Dado que S é irredutível, por hipótese, concluímos
queS=f.
2) implica3). Seja T um semigrupo numérico tal que F,($ É f e S c T. En6o
T = T u {F(S) + 1, F(S) * 2, +} é um semigrupo numérico com número de
Frobenius igual a F(S) e que contém S. C,omo por hipótese S é maximal no conjunto
de todos os semigrupos numéricos com o mesmo número de Frobenius, concluímos
que f c.S. Logo, .S = T.
3)impttcaL). Sejam.tl e 52 dois semigrupos numéricos e suponhamos que
.s c Sr e .S c.S2 . C.omo S é maximal no conjunto dos semigrupos numéricos que não
contêm F(S), então f(S) E 51 e F(.S) Ê Sz, portanto F(S) € 51 n Sz, assim S # 51 n
.s2, donde S é inedutÍvel.l
O resultado anterior, além de dar uma caracterização alternativa para os
semigrupos numéricos inedutíveis, como já referimos, garante que, dado um
semigrupo numérico S qualquer o(iste um semigrupo numérico inedutível com o
mesmo número de Frobenius que contém S. A consüução deste semigrupo numérico
irredutível é possível utilizando o Iema seguinte.
Lema 4.22 Seja S um semigrupo numérico. Suponhamos que o<iste
( Fíel
n=mâx|x ez\slF(s)- xÊSer*i f
EntÊio S u {h} é um semigrupo numérico e F(.S u [h]) = F(§).
Dem. O complementar de Su {h} em lN é finito e 0 €.Su [h]. Provemos que
atbESu{h}, quaisquer que sejam a,b esu{h}. Basta mosÚar que a+heS,
para todo o a€S\[0], e que 2heS. Seja H={xeZ\SlF(S) -xÉ5"**§).
Comecemos por obseruar que h, ry. De facto, se ÍeH, entEío F(s)- xÉH,
donde h, ry.Seja a €S\tO). Suponhamos que a*hÇ.§. Dado que 4+h>h,
tem-se que F(S) -(a+h)ES ou a+h=ry. Mas a segunda hipótese não é
verdadeira, visto que h, ry, portanto F(S)- (a+h) =tÊ.§. Então F(S)-h=
a+t eS, o que contradiz a definição de h. Logo a1'hES. Suponhamos, agora, que
2heS. Analogamente ao caso anterior, concluímos que F(S)-Zh=t €.S. Temos
que F(S)- h=h+ü , com tES, e portanto F(S)-lre,S, o que conüadiz a
definição de tr. Concluímos que 2h e.S. Assim, S U {tt} é um semigrupo numérico.
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Por último, observemos que F(S) É S u {h}, o que implica que r(s) > h e
r(su{h}): r(.$. Defacto, F(s) e (z\s) masF(s) -F(s) = 0 es' Então
( rí$1
F(s) É {x 
e z\s I F(s) - x ê s e x + }: y.
Assim, s u {h} é um semigrupo numérico e F(.S u {h» = F(S). E
Observamos que se S é um semigrupo numérico tal que r(s) é ímpar basta
considerar h = mâx{x e z\s I F(s) - x É S}.
No conjunto dos semigrupos numéricos irredutíveis podemos distinguir duas
classes de semigrupos numéricos, atendendo à paridade do seu número de
Frobenius. Um semigrupo numérico irredutível com número de Frobenius ímpar diz-
se simétrico. Se o número de Frobenius for par, o semigrupo numérico diz-se
pseudo-simétrico.
A proposição seguinte, que é considerada frequentemente como definição, dá-
nos uma caracterização alternativa para estes semigrupos numéricos.
Prcposição 4.3: Seja S um semigrupo numérico. Então
1) S é simétrico se e só se F(S) é ímpar e x É S =+ F(S) -r €.§.




Dem.l) Condtçáonecessâria. Suponhamos que existe x É .S tal que F(S) - z É
.S. Dado que F(s) é ímpar, tem-se que Í * f,. Então o<iste um inteiro h É S tal que
F(s)-x<heSu{h}é um semigrupo numérico, pelo Lema 4.2. Mas este
semigrupo numérico tem número de Frobenius F(S) e contém S propriamente, o que
conüadiz a hipotese de S ser maximal no conjunto dos semigrupos numéricos com
número de Frobenius r(s). Logo F(S) - x e.S.
1) Condíçâo sufictente. Uma vez que F(S) é ímpar, basta provar que S é
maximal no conjunto dos semigrupos numéricos que não contêm F(§). Suponhamos
que existe um semigrupo numérico T que não contém F(S) tal que s ç r. Seja
xe(r\S). Por hipótese, r(S)-xES, logo F(s)-xET, ou seia F(§)=a"u
t,com teT, donde f'(S) ET, o que contradiz a hipótese. Logo S é maximal no
conjunto dos semigrupos numéricos que não contêm F(§).
2) Corultçáonecessárío. Suponhamos que existe x É S tal que F(S) -r É S e
x+ry. O Lema 4.2 garante a existência de um inteiro hÉs tal que F(s) -x12
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h com S u {h} um semigrupo numérico. Mas este semigrupo numérico tem número
de Frobenius F(S) e contém S propriamente, o que contradiz a hipótese de S ser
maximal no conjunto dos semigrupos numéricos com número de Frobenius F(S).
EntãoF(s)-ÍEs.
2) Condtçáo suficiente. Uma vez que F(S) é par, basta provar que S é
maximal no conjunto dos semigrupos numéricos que não contêm F(S). Suponhamos
que existe um semigrupo numérico T que não contém F(S) tal que S ç r' Seia
Íe(f\$. Por hipotese, F(S)-xÉ5, assim F(S)-xÊT, ou seia, F(§)=a1
ü,comte[, donde F(S) eT, o que contradiz a hipótese. Logo, S é maximal no
conjunto dos semigrupos numéricos que não contêm F(s)' n
A partir da proposição anterior podemos ainda caracterizar os semigrupos
numéricos irredutíveis em função do seu género.
Corclário 4.4: Seja S um semigrupo numérico.
! -- ,^\ F(s)+l1) S é simétrico se e só se úr(s) = ;.
2) S é pseudosimétrico se e so se g(s) = '2*'.
Dem. l) Dado um semigrupo numérico simétrico S, temos F(.9) + 1 inteiros
menores ou iguais a F(S). Só metade destes inteiros pertencem a S, uma vez que a
cada inteiro Í que não pertence a S corresponde outro, I. (.Í) - r, que pertence a S'
2) Temos F(.í) + 1 inteiros menores ou iguais a F(S). Um destes inteiros é
F(S)llque não pertence a s. os restantes podem agrupar-se em pares da forma x e
F(.f) - r. Em cada um destes f; pares, um dos números pertence a S e o ouÚo
não pertence a S. Donde, g(s) = f + 1 = 
F(w. s
Observamos que, dentro da classe dos semigrupos numéricos com o mesmo
número de Frobenius, os semigrupos numéricos simétricos são os que têm o menor
género possÍvel, uma vez que os semigrupos dessa classe verificam a condição
g(S) > ry, como foi referido na Proposição 1.18, e os semigrupos simétricos
verificam a igualdade. Oubo resultado importante que se obtém do corolário anterior
é que qualquer semigrupo com dois geradores minimais é simétrico, uma vez que
verifica a igualdade g(S) = ry (Proposição 1.17).
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Corclário 4.5: Todos os semigrupos numéricos com dimensão de imersão
dois são simétricos.
Os conjuntos Apéry de semigrupos numéricos irredutíveis têm caracterÍsticas
particulares, como veremos em seguida.
Lema 4.6: Seja S um semigrupo numérico tal que x,y e '§ e n € S\{0} '
Se x + y e Ap(S,n), então {x,Y} c AP(S,n).
Dem. Sejam x,! ÉS, e n€S\{0}, tais que x+y eAp(S,n)' Se rÉ Ap(S'n)
isso significa que Í-n ÉS. Então x+y-n=(x-n)+!É5, conüariando o facto
deque x+yeAp(S,n).1
Proposição 4.7: Seja S um semigrupo numérico e n e S\{0} . Consideremos
Ap(S,n) = [wo < wl < "' 1wn-r = F(S) + n]. Então
s é simétrico se e só se w; *wn-tí= wn-r' para todo o Í € {0' L'""n-L].
Dem. Condiçáonecessâria. De facto, pela Proposição 1.16, sabemos que
wn-r-n=F(S). C.omo wi-nÉS e Sé simétrico, então F(S)- (wt-n):wn-r-
wü Es (Proposição 4.3). Assim, o(iste s €.s tal que wr-1 -wi= s, ou seia' wn-L=
ws1l- s. Pelo Lema 4.6, concluímos que o<istei€{0, L,.-.,f,-1} tal QUê s=w1 e,
Cond.íçáo sufictente. Da hipótese concluímos que {wn-r} - Maxímatsss
Ap(S,n). Pela Proposição L.2!, temos que PF(S) = [F(S)]' Assim, [r1S;1=
Maximaisrr(Z\S).Então dado x€Z\S, tem-se f(S)-Í€S. Além disso, F(.D é
ímpar, caso contrário, f; € Z\S e, pelo que acabámos de mostrar, F(S) - ry :
?. t, o que é uma conradição. !
Da proposição anterior, e da sua demonstração, obtemos o seguinte resultado.
Corolário 4.8:
equivalentes:
1) S é simétrico.
Seja S = (n1, nz, ...,np\. As condições seguintes são
2) PF(s) : [F(S)].
3) t(§) = t'
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Atendendo à relação o(istente entre o conjunto dos pseudo-números de
Frobenius de S e os elementos maximais dos conjuntos Apéry de S , podemos dar
outro enunciado a este corolário.
Corolário 4,9: Seja S um semigrupo numérico e n € S\{0}. S é simétrico se e
ú se MailznaÍs (s Ap(S,n) = {f (S) + n} .
Mostra-se facilmente que o semigrupo numérico § - (m,m*L,...,m+m-21
é um semigrupo numérico simétrico com número de Frobenius Zm-L' De facto,
5 = {O,m,m * \,...,m +m-2,2m,2m* 1,+}, donde F(S) = 2m- L e Ap(S;m) =
{0, m* l,m*2,...,m* m-2, 3m- 1 }. Tem-se, assim, Maximais <5 Ap(S'm) =
{3m - 1}, o que permite concluir o pretendido.
Em seguida, vamos caracterizar os semigrupos numéricos pseudosimétricos,
dando especialatenção ao elemento f; .
lcma 4.10: Seja S um semigrupo numérico e n e s\[0]' Se S é
pseudosimétrico então ? * " e Ap(S,n).
Dem. Dado que Y * t, basta provar que f; + n €.§. se assim não for,
temos que F(s)-(ry+n):ry-n€s, o que é absurdo, uma vez que isto
implica que ry - n * " =?e .s. !
proposição 4.11 Seja S um semigrupo numérico com número de Frobenius
par e seja n e s\[0] . Então S é pseudo-simétrico se e so se
Ap(S,n)= [wo 1 w1 1 "' 1 wn-z= F(S) + n] u {? * "}
e w1* wn-2-i = wn-z para todo o Í E {0, L, "',n - 2}'
Dem. Condiçáonecessârio. Pelo Lema 4.10, temos que f + neAp(S,n).
Então f,+ n1máxAp(S,n) = F(S) +n , pela Proposição 1.16. Seja wiÉ
Áp(S,n)\{f +r}. Como S é pseudo-simétrico e wi-nÉ,5 e wt-tl*f,
então F(S) - (wi-n) = F(S) *n- w; €.§7 pela Proposição 4.3. Mas (F(S) +ln-
w1) t w1e Ap(S,n) € w; E Ap(S,n), assim F(S) + rL - wi e Ap(S,n), pelo Lema 4'6'
Além disso, tem-se que F(S)+ n- wr+f *n, câSo contrário verifica-se que
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wí=ry. Donde, para cada ÍE[0,1,...,r1-2], o<iste/e{0,1,"',n-2] tal que
wllwi=F(§)+n.
Condiçáosuficiente. Seja xes e ,*ry.Provemos que F(s)-xÉ5.
Consideremos wE Ap(S,n) tal que w=x(modn). Como xÉS , então x<w e
portanto x=w-kn, para algum keN\{0}, pelo Lema 1.11. Distingamos dois
casos:
Se w =ry+n, entÊio r(s)-r:F(S)-(w- kn)-F(s)-ry- n*kn=
f;+ (k-t)n. Dado que ,*ry, tem-se que F(s) -x +f;, donde k-t>0,
logo F(S)-r€S.
Se w *S+n, tem-se que F(s)-r=F(§) -(w-kn)=r(s)-w*kn=
F(S)+ n-wtkn-n =F(§) *n-w+(k-L)n,comk > 1. Mas, por hipotese,
F(S) + n-w êAp(S,n),logo F(S) *n-w+(k-1-)n€S, ou seja f(S) -r e'S' Por
último, dado que F(S) é par, concluímos que S é pseudo-simétrico. E
Corclário 4.L2 Seja S um semigrupo numérico. As condições seguintes são
equivalentes:
1) S é pseudosimétrico.
2) PF(s) = [r1s),PJ
Observemos que se S é um semigrupo numérico pseudosimétrico concluÊse
que ü(S) =2. A condição t(S) = 2, por si so, não é suficiente para que se possa
concluir que s é pseudo-simétrico, como ilustra o o<emplo seguinte.
Exempto 4.13: Seja s = ( 5, 7, 9\1 = {0, 5, 7, g, Lo, 12,L4, + }' Tem-se
que G(S) -{7,2,3,4,6,8, LL,13}. Entlio Pf($ ={11,13}, donde t(S) =2 e S
não é pseudosimétrico, visto F(S) = 19.
Atendendo ao Corolário 4.12 e à definição de pseudo-número de Frobenius,
obtemos o seguinte resultado.
COROúRIO 4.L4t Seja S um semigrupo numérico e n € S\{O}. Então S é
pseudosimétrico se e so se Maxtmais <, (lp(s,n)) = {ry + u F(s) + n}'
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Sabemos que a dimensão de imersão de um semigrupo numérico nunca
excde a Sua multiplicidade. Mostremos, em seguida, que nos semigrupos numéricos
simétricos com multiplicidade maior do que dois e nos pseudo-simétricos com
multiplicidade maior do que três, a multiplicidade o<cede a dimensão de imersão em
pelo menos uma unidade.
Lema 4.15: Seja s um semigrupo numérico simétrico e m(§) > 3. Então
e(s)<m(s)-1.
Dem. Seja S um semigrupo numérico simétrico com m(S) 2 3. Tem-se que
wm(s)-rr para todo o IE[O, 1,...,m(§)-1] (Proposição 4'7)' Assimr wat(s)-l =
F(S) + m(S) não é um gerador minimal. Tem-se que pelo menos um dos elementos
de tp(s,m1s))\{0} não é gerador minimal, logo e(s) < m(s) - 1. tr
Do Lema 4.15 conclui-se que os únicos semigrupos numéricos siméÜicos com
dimensão de imersão máxima são os que têm multiplicidade igual a dois.
Vejamos que o Lema 4.15 é válido para semigrupos numériaos pseudo-
simétricos com multiplicidade maior ou igual a quatro. Os semigrupos numéricos
pseudo-simétricos com multiplicidade igual tr& não verificam esta propriedade. Na
verdade, todos os semigrupos numéricos pseudo-simétricos com multiplicidade igual
a úês têm máxima dimensão de imersão, uma vez que um conjunto de geradores de
S é {m(s), F(s) + ",($,? 1 -($}.
l.ema 4.16: Seja S um semigrupo numérico pseudosiméfico com m(S) 2 4.
Então
e(s)<m(s)-1.
Dem. Seja S um semigrupo numérico pseudosimétrico com m(S) > 4. Tem-se
que áp(s,m(S)) = {ro ( w1 ( "'( wm(s)-z = F(S) +-($}u{f;.'--($} e
wi*wn-2-i=wn-2 para tOdO O i e {0, 1,...,m(S) - 2}. ASSimt wm(S)-z= F(5) +
m(S) não é um gerador minimal. Então, pelo menos um dos elementos de
ap(s,m(s))\[0] não é gerador minimal, donde e(s) < m(s) - 1. !
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4.2 semigrupos numéricos irredutíveis com
multiplicidade 3 e 4
Nesta secção estudamos os semigrupos numéricos irredutíveis com m(S) = 3
ou m(S) = 4. P€lâ Proposição 1.15, sabemos que e(S) < m(S) e, além disso, temos
que e(§) < 3, atendendo aos Lemas 4.15 e 4.16. Por outro lado, os semigrupos
numéricos com e(.S) = 2 são simétricos, como sabemos pelo Corolário 4.5, e foram
estudados anteriormente no Exemplo 2.74. Vamos, então, considerar Que e(S) = 3'
seja s um semigrupo numérico irredutível com e(s; :3 e m(s) :3. Pelo
Lema 4.15, concluímos que S é pseudo-simétrico.
Teorema 4.L7; Seja S um semigrupo numérico. Então S é irredutível com
e(.§) = 3 em(S) = 3 se eso se .S= (3, x*3, 2x*3), em quex é um inteiro não
divisível por 3.
Dem: condiçáonecessâria' Se e(s) = m(s) = 3' entâio {3' n2'nz} é um
sistema minimal de geradores para S. Além disso S não pode ser simétrico. Então S
é pseudo-simétrico, e portanto F(s) é par e áp(s,3) =[0,?+3, F(s)+3]'
Consideremos que , =*. Podemos concluir que Í É (3), uma vez que x É S, ent!ío
Ap(5,3)= { 0,2 * 3,2x+ 3 }, em que r é um inteiro não divisível por 3' Logo,
5 = (3,r *3,2x *31.
Condiçáosufíciente. Dado que {3, x*3,2x+3} é um sistema minima! de
geradoresparas,temosquem(s)=e(s)=3eÁp('§'3)={0'x*3'2x*3}'
Então, pela Proposição 1.16, concluímos que r(S) * 3 = 2x*3, donde F(S) =21.
Então F(.D é par e, considerand o x =§, 1sm-se que
áp(s,3):{o,f*r, F(s)+3}.
Aplicando a Proposição 4.11, concluímos que s é pseudo-simétrico. I
Determinemos uma apresentação minimal para o semigrupo numérico pseudo-
simétrico § = (3, x*3,2x+-3), em que r é um inteiro não divisívelpor 3'
COnSideremOS que 3=rlt, x*3=n2 ê 2x*3 =ar. SabemOS pelO TeOrema
2.11 que se Gn é não cono<o entÊio ne{2n2,fl2* rls,2n3}. Estudemos os grafos
associados a cada um destes valores de n.
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Se n=2n2, temos que n=2x*6=3+(2x+3)- Então
n= Zttz : r\*n3. Além diSSO, Znz- (q* nz) = nz n1 É. 5 ê 2n2- (ns * nz) =
ttz - ts É S, logo Grn é não cono<o.
Se n= fl2* rtsl temOS que n =3x*6=3(x+2). EntãO n=ft2.+ ns=
(x *2)a. COmO n2* n3- (nr * nz) =ns-n1É S e n2+ ns- (nrlns) = nr-
n1ê Sl concluímos que Gz2+r3 é não conexo, também.
Se n = 2nr, tem-se que n - Zns = 4x * 6 ê (nt,nzl. Então n3 é o único vértice
do grafo Gzn, ,logo Grn, é conexo.
Então, o = {((1,0, 1), (0, 2,o)),((* + 2,0,0), (0, 1, 1))}.
Por o<emplo, fazendo x = 4, obtemos o semigrupo numérico S : (3, 7,]-Ll =
{0,3,6,7,9,L0,+}. Então F(S) = I e[4+ 3, I +3] c Áp(S,3) ={0,7,11}.
Concluímos que S é um semigrupo numérico pseudo-simétrico, pela Proposição 4.11.
Uma apresentação minimal Para S é
a : [((1,0,1), (0, 2,0)),((s, o, o), (0, 1, 1))].
Passemos ao caso em que e(s; = 3 e m(s) = 4' Nestas condições, S pode
ser siméúico ou pseudosimétrico. Analisemos estes dois casos separadamente.
Vejamos em seguida que se .S é um semigrupo numérico siméüico com
multiplicidade maior ou igual a 3, qualquer gerador minimal de S é menor do que
r(.D.
Lema 4.18: Seja S um semigrupo numérico simétrico com m(.S) > 3. Então
todos os geradores minimais de S são menores do que F($.
Dem.: Seja S um semigrupo numérico e {a1 < nz < .-.< ,h} um sistema
minimal de geradores de S, com nl 2 3. Mostremos que F(S) > nr. Tem-se que
h - nr É S, visto que nt ê h são geradores minimais de S, então F(s) - (n" -
nr)eS. Vejamos que 7b - nt*F(S). Suponhamos que np - ÍtL= F(S). Tem-se
que np = flt*F.($. Se p=Z,tem-se que ^S =(t\,n1+ F(§)). Por ouÚo Iado,
f(S)+l e r(S)+2 peÊencem a S, e F(S)+2<F(S)+n1, portanto F(S)+
1, F(.s) *2e(n11, o que é impossível. Concluímos que p23- Neste caso,
considerando outro dos geradores minimais de S, por o(emplo n2, tem-se que
np- nzÉS com np- nz+F(S) (visto que np- nr=F(§)) , logo F(S)-(np-
nz) e s\{0}, uma vez que S é simétrico. Assim, F(s) : np - nz+s, para algums e
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S\{0}, ou seja F(S)=h +F(.§) - nz*s, donde nz=nL+s, com seS\{0}, o que
é absurdo. Então np - nt + r(S). Por último, como F(.S) - (np - n1) e S\{0}, tem-
se que F(S) = np - nr+ s, para algum s E S\{0}. Dado que s à n1, obtém-se
F(S) > np e, uma vez que r($ e .§, concluímos que F(S) > no. E
Teorcma 4.19: Seja S um semigrupo numérico. Então S é siméfico com
e(S) = 3 e m(S) =4 se e só se §=(4, 2x, x*2y1, emque yeN\{0} e x é um
inteiro ímpar maior ou igual a 3.
Dem: Condiçáonecessâria. Seja { 4,n2,Ít3} um Sistema minimalde geradOres
de S, em que n2 nãO é neceSSariamente menOr do que nr. SabemOS QU€ tt2, tt3 €
f(S)+4 pertencem a áp(.S,4) e que F(S)+4 não pode ser gerador minimal.
Atendendo ao Lema 4.18, obtemos que Ap(5,4) = {0, n2,ns,F(.S) + +}. Além disso,
n2 * n3 = F(S) + 4, o que nos permite concluir que um destes geradores minimais é
par e o outro é ímpar. Consideremos que n, é o gerador par. Tem-se que nz : 2x )
4,e Zxe(4»,o que implica quer é um número ímpar maiorou iguala 3. O gerador
minimal n, é um número ímpar, logo n, =xlTy 'Yejamos quais as odgências a
fazer ao inteiro y. Basta considerar ! # 0, caso contrário n2 - Zng. Nestas
condições, n3 é um inteiro ímpar maior ou igual a 5. Assim, .§ = (4, 2x, x 1'?yl, em
queye N\{0} er é um inteiro ímpar maiorou igual a 3, eF(S):2x* x*Zy-
4=3x*2y-4.
Condiçáosuficiente. Seja S = (4,2x, x+Zyl , sendo x um número ímpar
maior ou igual a3ey um inteiro positivo. Notemos que Í > 3 e y € N\[0], assim 4 é
o menor dos geradores do semigrupo numérico. Além disso, x é ímpar, donde
2xÉ\41, e xtTyÉ.(4,2x1 visto que x*2y é ímpar. Concluímos que
m.d.c(4,2x,x * 2y) = 1, logo e(S) = 3.
Provemos que S é siméüico, mostrando que n2 + ns É Ap(5,4), o que implica
que zr2 *ns=F(S)+4. Suponhamos que n2tnsÉ Ap(5,4). Então fl2*ns=4k*
s, com Ií E N\[0] € s € S. Três casos se podem dar: n, *ns = 4k ,n, *n3 = 4k*n2
enz+ns=4k*n3. O primeiro é impossível visto que nz *ns é ímpar e 4k épari
se n2 + ns = 4k * ttz , tem-se que 7r3 = 4k. Este caso também é impossíve! visto que
4 e ns são geradores minimais. O mesmo argumento se aplica para justificar a
impossibilidade de n2*ns=4k*íLs1 oU seja, n2 =4k. Obtemos que Ap(S,+)=
{0, n2,ns,tz*ns},logo S é siméúico e F(S) =3x*2y-4.1
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Determinemos uma apresentação minimal para o semigrupo numérico
simétrico S= (4, 2x, x*2y1, em que yE N\{0} e x é um inteiro ímpar maior ou
igual a 3.
Consideremos que 4=tt,,2x=nz e x*Zy=ne' Dôdo que Ap(5,4)=
{0, n2,fi3,ttzlns =F(S)+4}, ObtemOS que se Gn é não COno(O entÊio ne
{2n2,n2l n3,Zns, F(S) I4*n2, f(S)+ 4*n3}, pelo Teorema 2.11. Estudemos
o grafo associado a cada um destes elementos de S:
Se n = Znr, obtemos que n: 4x : x.ÍtL. Temos QUe 2n2 - (n, * nz) = nz -
n1É, S1 donde Gznré não conexo.
Se n = fl2* nsl obtemos que n = r,z* ns =F(S)+4, então fl-t\ =F(§) É
s. Logo G rr*n, é cono<o.
Se n = 2nr, obtemos que n=2x*4y:n2*yn1. Então Zns=n2*yn1. Por
outro lado, Zns-(n1*n3) =rL3 n1Ç.5 e Znr-(ns*nz)--Ttz-ttzÉS,logo Grn,
é não cono(o.
Se n=F(S)*4*n2, obtemos que Ít=rtz*n3*rL2=2rt2*ns. Como
Ít-Ttr=F(S) +n2 e.S, concluímos que nLeVF$)+4+i2 Além disso, temos que
n-(\t nz) =F(s) És mas n- (nrf nr) eS, porque n-(nt* ns):3x12!-
4+4+2x-(4*x+2y)=4(x-1):nr(x-l)eS, com x>3. Logo o grafo
GF(s)+4+n2 é cono<o.
Se n = F(S)*4*ns, obtemos que n=fl2*2ns=2x*2x*4y-2n2*
ynr. Assimr ÍL=f,zt Zns-Zrlz*!nt, e portanto o grafo associado à n= F.(S)+
4 *n3 também é conexo.
Então
p = {(1o,z,o), (z, o,o)), ({o,o,z), (y,1,0))}.
Por o<emplo, fazendo x=5 e !=3, obtém-se .§= (4,10,11), ou seja,
§ = {0,4,8,10,11, L2,14,L5,L6,18,+}. Tem-se que áp(§,a) = {0,10,11,21}, donde
Maximais., (ap(S,4)) = {27}, o que nos permite concluir que S é simétrico e
F(S) = 2L- 4 = L7 = 3 x 5 + 2x3 - 4.
Utilizando o resultado anterior, obtém-se uma apresentação minimal para S:
p = {(1o,z,o), (s,o,o)), ({o,o,z), (3,1,0))}.
Teorema 4.2O= Seja S um semigrupo numérico. Então S é pseudo-siméUio
com e(§)=3 €m(§)=4 seesose §=(4, xll,x*41ComyEN\{0} ex
ímpar maior ou igual a 3.
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Dem. Condiçáonecessârta. Seja {+, n2,ns} um Sistema minimal de geradOres
para S. Dado que S é pseudo-simétrico, temos que Áp(.S,4) = { 0, tt2, rts, F(S) + 4 },
pela Proposição 4.11. Além disso, sabemos que ry * 4 e Ap(s,4), pelo Lema 4.10.
Dois casos se podem dar: ? * n pertence ao sistema minimal de geradores de S
o, ry + + não pertence ao sistema minimal de geradores de S.
No primeiro caso, obtemos Áp(^§,4) = {0,n3,F(S) * 4 =Znr}v{nr=?* n}.
(Observemos que 2n2êAp(S,n) porque Znz-nr =F(S)+4€S). Considerando
queÍ=§, , obtém-se nz=x+4 ê n3= x*2. Além disso, umavezqueF(S)=
2xe F(x)Ç(4), concluímosquexé ímpare maiorou iguala 3, umavezque4éo
menor elemento positivo de S.
No segundo caso, verificamos que Ap(s,4) ={0, n2,ns } U {f;++} . então,
F(S)+4 vai ser igual a n2 ou a Í\. Suponhamos que F(S)+4=nz. Pela
proposição 4.11, n2 - ns É,S, o que conüadiz o facto de {4, nz,n3} ser um sistema
minimal de geradores de S.
Então I + 4 pertence ao sistema minimal de geradores de S. Logo S =2
(4,x * 2,x I 4 ), em que x é um inteiro ímpar maior ou igual a 3.
Cond.íçáosuftciente. Dado que {4, x*2, x+4} é um sistema minimal de
geradores para S,temosquem(^§) =+e e(.§) = 3. Comoré ímpare maiorou igual
a 3, então 2x Ê (41, e portanto 2(x + 2) e Ap(5,4). Assim,
Ap(5,4) = {0, x l2,x * 4, 2x * +}, donde F(S) = 22. Obtemos que
Áp(s,+) = {0, !Y,T*n, F(D +4},
e pela Proposição 4.11, concluímos que S é pseudo-simétrico. !
Determinemos uma apresentação para este semigrupo numérico.
Consideremos S= (4, xt2, x*4),comyeN\{0} ez ímparmaiorouiguala3.
Sabemos pelo Teorema z.tt que se Gn é não cono(o então
nE{2n2,;n2* tts,Zns, F(S)*n1* n2, F(S)*n1lns}. Estudemos o grafo
associado a cada um destes elementos:
Se n=2nr, tem-se neAp(S,nr),logo n1ÇVn. Além disso,Znz-ns=xê51
visto que se Í+4 é um gerador minimal. Então n2 éo único vértice de Gn, e
portanto Gzn, é cono(o.
Se n= fl2* n3, tem-se que n =2x16É.Ap(S,nr), logo n1 É,Vn. Verificamos
que nl é o único vértice de uma componente cono(a, uma vez que n - (n, * nz) =
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rlg-rh ÉS e n-(nr*nr) = rlz-r\ÉS. Então n:knr, ou seja, 2x*6=4k,
donde r =*. Observamos que ainda que k é um inteiro maior ou igual a 3. Então2
Gn.r*nré não cono(o e n2+ n, =fnr.
Se n:2nr, tem-se que n =2x*8:2nz+nr. Vejamos que n, é o único
vértice de uma componente cono(a: n-(nt*n3) = ns-n1Ç.5 ê n-(nz*nr):
ns-nz G S. Então Gznré não cono<o ê2n3:n1*2n2.
Se n = F(s) + n1ln2=3f,r, tem-se que nl, n2Évn e @ É 8,. Vejamos se
71713 ou @ eEr. Temosque n -(nr f ns)=2x-2=2(x -1) e.§ porque r-1
é um inteiro par maior ou igual a 2, donde 2(x - t) é um múltiplo de 4. Assim
2x-2 = 4k, com rí E N\{0} , donde k=+. Então n=nr*n3 f knr= (k+ 1)zr1+
ns=#nr+nr. Finalmente, n -(nr*ns) = xÉ.5. Então o grafo Gr(s)+nr+zz é não
COno(o e f(S) + nL + nz = 3nz - En1 * n3.
Se n = F(s) + r\*ttsl temos QU€ n1, ns evÍL e m e r,r. Além disso, dado
que F(S) *nr=Znr, ObtemOS que n=2nz+n3, dOnde nzevn e Eh eEn.
Vejamos quer,'.:r{- e En. De facto, temos que n- (n, * nz) = I'(S) + n1*ns-r\-
nz = Zx, tZ =2(x +1) e s porque x + 1 éum inteiro par maior ou igual a 4, donde
z(x+l) é um múltiplo de 4. Assim, n=n .T*n1f nr=Tn +nr, entÊio
x+3




t,D,(+. o, o)) ,((1,2,0), (0, s,z)),({', r, o),e,r, ,))}
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Capitulo 5
Decomposição de um semigrupo numérico em irredutíveis
Neste capítulo estudamos a decomposição de um semigrupo numérico em
semigrupos numéricos irredutíveis. Começamos por mosüar que todo o semigrupo
numérico pode ser oÇresso como intersecção de semigrupos numéricos inedutíveis
e apresentamos um método algorítmico para determinar uma decomposição minimal
em irredutíveis, relativamente ao número de semigrupos numéricos. Em seguida,
caracterizamos os semigrupos numéricos que são intersecção de semigrupos
numéricos simétricos e, a finalizar, os que são intersecção de semigrupos numéricos
pseudo-simétricos.
5.í. Decomposição de um semigrupo numérico em
irredutíveis
Seja S um semigrupo numérico. Mostremos que S pode ser oçresso como
intersecção de semigrupos numéricos irredutíveis, ou Sêja, o<istem 51,.'.,§r,
irredutíveis, tal que S = §r n ... n Sr. Uma vez que S g Sr, qualquer que seja
r €{1, ...,n}, importa então conhecer os semigrupos numéricos que contêm S.
Vejamos que, dado um semigrupo numérico S é possíve! determinar o conjunto de
todos os semigrupos numéricos que contêm S. Para construirmos estes semigrupos,
precisamos de caracterizar os elementos z de 6(§) para os quais § u {r} é ainda um
semigrupo numérico. Obtemos o conceito de falha fundamental.
Dado um semigrupo numérico S, designa-se por falha fundamental de S
todo o elemento do conjunto
Ec(s) - {x e PF(s)l 2x e S}.
Note-se que [F(s)] c Ec(s) c PF(§) E 6(S).
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Prcposição 5.1: Seja s um semigrupo numérico e Í € c($. Então Í e EC(S)
se e so se S u [r] é um semigrupo numérico.
Dem. Condiçáonecessâria. Seja S um semigrupo numérico e , e EG(.Í).
Provemos que S u [x] é um semigrupo numérico. O complementar de S U {Í} em N é
finito. Então basta provar que a soma de dois elementos quaisquer de S u [x] é um
elemento de Su[r]. Sejam a,b eSU[Í]. Se a, b e S,tem-se que 4+b e S, visto
que S é semigrupo numérico. Se um deles for igual a x, Wr o(emplo 4, e se b + 0,
tem-se a*b=x*bÉ..S, visto que ÍEPF(S). Se forem ambos iguais a r, tem-Se
a* b =2x E S,visto que x e EG(S).Se a = x ê b =0, tem-Se a* b =I € SU{Í}.
Condiçáo suficiente. Seja S um semigrupo numérico. Consideremos Í e 6(5),
tal que S U {r} é um semigrupo numérlco. Provemos que Í € EG(S). Consideremos
s ES\{0}.Temosque Í*s e Su{r} e Í+s # r, donde r+s e.S qualquerque seia
s eS\[0]. Analogamente,2x=x*x E^SU{r}, e 2x*x, o que implica que 2Í€^S.
I
Dados dois semigrupos numéricos S eT, com SÇT, é possível encontrar um
semigrupo numérico W ál que .t cW c f. De facto, considerando x= mráx(f\S),
tem-se que Í*s E T e Í+s ) Í I donde r+s E S, qualquer que Seja s e.§\{0}, e
portanto Í e PF(S). Analogamente,2x> x e2x ÉT, donde 2xE S. Concluímos que
r e EG(.S) e, consequentemente, que ytl = .S u [x] é um semigrupo numérico.
Lema 5.2: Sejam S e T semigrupos numéricos tais que S ç T. Então .§ u
{máz(T\S)} é um semigrupo numérico, ou equivalentemente, már(r\s) e EG(S).
Em particular, se os semigrupos S e T referidos no lema anterior tiverem o
mesmo número de Frobenius, então F(s u {x}) = F(s) = F(T)' Efectivamente' o
elemento que se junta a s pertence a T, donde x + F(T) = F(§), pelo que
maz (N \ (s u {r}) = F(S) = P17;.
Seja S um semigrupo numérico. Denotamos por O(S) o coniunto de todos os
semigrupos numéricos que contêm S. A Proposição 5.1 dá-nos um método
algorítmico para construir O(.S), que passamos a descrever. Começamos por
considerar O(S)= {S}. Numa primeira etapa, determinamos EC(S) e iuntamos ao
conjunto O(S) os semigrupos numéricos da forma.§'=.§u{ri}, com \eEG(».
Repetimos este procedimento para os novos semigrupos S' de O(§) que não seiam
iguais a N até não haver mais elementos para juntar. Esta construção terminará apos
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um número finito de etapas, uma vez que o complementar de S em N é finito e
E6(N) : 0. Assim, o conjunto o(s) é finito.
Obseruemos que os semigrupos numéricos formados a partir da Proposição 5.1
podem ou não ter o mesmo número de Frobenius.
Seja S um semigrupo numérico e 11 € EG(^D, Consideremos o semigrupo
numérico.S' = SU {Íi}. Se ri + F(.S), os semigrupos S e S' têm o mesmo número de
Frobenius e .S c S U {ÍÍ}. Assim, S não é irredutível, uma vez que não é maxima! no
conjunto dos semigrupos numéricos com número de Frobenius F(S) (ver Teorema
4.1). Se xr = F(s), tem-se F(.s') < F(S). Concluímos que um semigrupo numérico S
é irredutível se F(S) é a sua única falha fundamental, o que nos permite apresentar
uma caracterização alternativa para os semigrupos numéricos irredutíveis.
Corclário 5.3: Um semigrupo numérico S é inedutíve! se e so se # EG(S) = 1.
Observemos que o corolário anterior não contradiz a caracterização dos
semigrupos numéricos pseudo'simétricos em função do seu tipo, que foi apresentada
no Corolário 4.12. Defacto, f, e te çs), uma vez que ,* = F(.D É s.
Consideremos o semigrupo numérico § = ( 5,6,8 ). Calculando EG(S) = {7,9} e
seguindo a construção anterior, obtêm-se na primeira etapa S U [7] = (5,6,7,8) e
S U {9} = (5,6,8,9). Estes dois semigrupos numéricos contêm S e são os únicos
elementos de O(S) que diferem de S em um elemento, apenas. Em seguida,
calculando EG(s u {7}) = t9} e EG(s u {9}) = {3,4,7 }, obtemos tr& novos
semigrupos numéricos: .S u {7,9}, .S U [3,9] e .S U {4,9}, e assim sucessivamente. A
figura seguinte mosúa quais são e como ficam ordenados os elementos de o(S),
relativamente à inclusão de conjuntos.
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{ 5,6,9 }
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Utilizando o Corolário 5.3, podemos remover de o(§1 todos os semigrupos
numéricos que não são irredutíveis. Obtemos assim o conjunto que contém todos os
semigrupos numéricos irredutíveis que contêm S, que denotamos por
5(s) = {§ irredutívells- € o(s) }.
Resulta que s = Ílres(s) T. Além disso, podemos remover os semigrupos
numéricos que não são minimais, relativamente à inclusão de conjuntos, que o
resultado não se altera.
Relativamente ao semigrupo numérico S do o<emplo anterior, tem-se que
5 ((5, 6, 8)) = { (5, 6, 7,8), (3, 5), (4, 5, 6», (3, 5, 71,(3, 4, 5), (2, 51, (2, 3l }.
Logo
.s = (5, 6,7,81n (3,5) n (4,5,6) n (3, 5,71 n (3,4,5) n (2,5) n (2,3).
Decomposição de um semigrupo numérico em inedutíveis 70
Vejamos quais são os elementos minimais neste conjunto. Atendendo ao
método utilizado para a obtenção destes semigrupos numéricos, os elementos














O semigrupo (5,6, 7,8,g1não é irredutÍvel, visto que tem máxima dimensão de
imersão (e(s)=m(^s):5), mas contém o semigrupo numérico (5,6,7,8, que é
irredutível, pelo que qualquer semigrupo numérico irredutível que contenha
(5,6,7,8,9) não será minimal em 5(.§), sendo desnecessário procurar mais abaixo
nos ramos.
Assim, Minimais ç 3(S) = [(5, 6,7,81, (3,5), (4,5,6)] , logo
S = (5, 6,7,8) n (3, 5) n (4,5,6).
Observamos que podemos tirar o semigrupo numérico SU[3,9] ou o
semigrupo numérico .S U {4,9} que o resultado não se altera, obtendo, assim,
decomposições distintas de S.
Apresentamos em seguida o resultado seguinte.
Teorema 5.4: Seja S um semigrupo numérico e Minimais. (S{S)) =
{Sr, ..., Sr}. Então § = Sr n ... n .Sr.
Já vimos que esta decomposição não é necessariamente minimal, no sentido
de envolver o menor número possível de irredutíveis, no entanto para obtermos uma
decomposição minimal com o menor número possível de elementos basta procurar
entre as decomposições.S = Sr rl ... n sn, com sí E Minimais = 
(S(s))'
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Teotema 5.5: Seja S um semigrupo numérico. Se .S = Sr n ... n sn, com
sÍ e 5(s), então o(istem s'r,...,.§'r, e Minimais = (S1s)), 
taisques:§'rn... ns'r.
Dem. Para cada Í € {1, ...,n}, se si não pertencer a Minimais = 
(S{s)), toma-se
um elemento.S'1 É Minimais. (S{s)) talque S'i c Si. !
A propriedade seguinte dá-nos informação sobre os semigrupos numéricos que
fazem parte de uma decomposição minimal.
Teorcma 5.6: Sejam S € §1,...,S2 semigrupos numéricos, com sÍ € 5(s).
Então .§ = Sr n... n.Sn se e só se para cada h e EG(S) existe umÍ E {1,...,n} tal que
h É. si.
Dem. Condíçáonecessâria. Se h e § , qualquer que fosse ü € {1, ...,n}, temos
que h €.S.
Condiçáo suf tciente. Visto que S, e 5(S), temos que S s .S1 n ... fl S,,. Agora,
suponhamos que.s c §, o...os,,. Então su{mar((sr n... ns")\s)} é um semigrupo
numérico, pelo Lema 5.2, donde h = máx((Srn ... n s")\s) e Ec(S). Obtemos que
hEEC(S) e hE.§1, qualquerqueseia Í €{1,...,n}, oquecontradiza hipotese. Logo
.S = Sr n ... n.Sn. !
Para cada §; e Minimais 
=5(s) = [.§r,...,S,,], 
definimos
c(st) : {h e E6(s)l h É sí }.
Usando a Proposição anterior, temos que
5=sr, n... nst, seesósec(s,,)u... uc(s,,) =EG(s).
Com os resultados anteriores podemos obter um método algorítmico para a
determinação de uma decomposição minimal de S:
Método algoríünico 5.7: Seja S um semigrupo numérico não irredutível.
Podemos obter uma decomposição minimal de S em irredutíveis utilizando o seguinte
procedimento:
1) Determinar EG(S).
2) Considerar I : 0 ec = {S}.
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3) Para cada S' pertencente a C, calcular (usando a Proposição 5.1) os
semigrupos S tais que # (S\s') = 1. Remover s' de C. Considerar B o
conjunto dos semigrupos numéricos assim formados.
4) Remover de B os semigrupos S' tais que EG(S) c S'.
5) Remover de B os semigrupos S'tais que o<iste S e I com § c s'.
6) Considerarc = {§'eBl.S'nãoé irredutível}.
7) Considerar I -- I v{S' € Bl S' é irredutÍve!}.
8) Se c + 0, ir para a etapa 3.
9) Para cada S; € I, determinar C(St).
10) Escolher {.§r,...,.S"} tal que r é o menor inteiro que satisfaz a condição
c(&) u ... u c(^s,) = E6(s).
11) Fazer Sr,...,S".
Obtém-seS=§rn...n Sr
Exemplo 5.8: Utilizemos o método anterior para decompor novamente o
semigrupo numérico S = (5,6,8) novamente. Calculamos EC(S) = {7,9}. Percorrendo
as etapas do algoritmo, obtém-se em 6) c={(5,6,8,9)} e em 7) 1={(5,6,7,81}.
Como C *0, voltamos à etapa 3). Calculamos E6((5,6,8,9)) ={3,4,7} e obtemos
B = {(3,5), (4, 5,6), (5, 6, 7,8,9»}. O semigrupo numérico <5,6,7,8,9) é o<cluído de B
porque contém Ec(s), e os semigrupos numéricos (3,5) e (4,5,6» são inedutíveis,
donde / = {(5, 6,7,8»,(3, 5), (4, 5, 6)} e C = 0. Na etapa 9) obtemos C((5,6,7,81) =
{9}, c((3,5)) = {7} e c((4,5,6)) = {7}. Assim, as decomposições minimais de S são
.S = (5, 6,7,81n (3, 5) e S = (5, 6,7,81n (4,5, 6).
Proposição 5.9: Todo o semigrupo numérico S pode ser escrito como intersecção
de um número finito de semigrupos numéricos irredutíveis.
5.2 Decomposição em semigrupos numéricos simétricos
Analisemos agora os semigrupos numéricos da decomposição. Dizemos que
um semigrupo numérico é ímpr se pode ser elÇresso como intersecção de
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semigrupos numéricos simétricos e pr se a decomposição envolve apenas
semigrupos numéricos pseudo-simétricos. Notemos ainda que todo o semigrupo
numérico é ímpar, par ou intersecção de um semigrupo numérico ímpar com um par.
Nesta secção estudamos os semigrupos numéricos que podem ser oÇressos como
intersecção de semigrupos numéricos simétricos. Vejamos como se caracterizam
estes semigrupos.
Atendendo à Proposição 4.1 e à definição de semigrupo numérico simétrico,
podemos enunciar o seguinte resultado.
Lema 5.10: Seja r um inteiro e s(F) o conjunto de todos os semigrupos
numéricos com número de Frobenius F. Então um semigrupo.S € S(F) é simétrico se
e só se r é ímpar e.S é maximal relativamente à inclusão de conjuntos em s(F).
Lema 5.11: Sejam S um semigrupo numérico e r e c(S). Então o<iste um
semigrupo numérico irredutível § tal que ^S c .§ e F(S) = r.
Dem. Seja S um semigrupo numérico e T=SU[1x*l,x+Z,...}. T é um
semigrupo numérico e F(r) : x. Consideremos o conjunto s(r) e um semigrupo §
maximal em .§(z) tal que r c.§. Utilizando o Teorema 4.1, podemos concluir que § é
irredutível. I
Em particular, se x for um inteiro ímpar, o semigrupo numérico § referido no
Lema 5.11 é simétrico e se Í for um inteiro par, § é pseudo-simérico.
Lema 5.12: Sejam S um semigrupo numérico e Í um inteiro par que não
pertence a S. As duas condições seguintes são equivalentes.
1) Existe um semigrupo simétrico § que contém S ta! que x Ê. §.
2) Existe um inteiro positivo ímpar y tal que x t y É (S,y).
Dem. L)tmplica?). Sejam Í um inteiro par que não pertence a S e F(S) o
número de Frobenius de § . Como § é simérico, temos que F(s=) é ímpar, então
y=F(§)-ré ímpar e além disso ye§. Donde x*y=F(sJÉ§ e dado que
(S,y) ç §, concluímos que x t y Ç (S,y).
2) imptica 1). Consideremos o inteiro ímpar Í + y que não pertence a ( S,y ).
Então o<iste um semigrupo numérico simétrico § que contém (S,yl, e contém.s, ta!
que F(5) = x *y (a exis;tência de § esta garantida pelo Lema 5.11). Por último,
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verificamos que Í É §, caso contrário x + y e§, o que é impossível atendendo a que
x*Y=r(§). I
Podemos agora apresentar uma condição necessária e suficiente para que um
semigrupo numérico possa ser o(presso como intersecção de semigrupos numéricos
simétricos.
Teotema 5.13: Seja S um semigrupo numérico. Então S pode ser escrito
como intersecção de semigrupos numéricos simétricos se e só se para cada inteiro
par x Ç..§ existe um inteiro ímpar y tal que x * y Ê (S,y).
Dem. Condiçáo necessâria. Seja r um inteiro par que não pertence a S. Por
hipótese, S pode ser escrito como intersecção de semigrupos numéricos simétricos,
ou seja, .§ =Sr n.S2n ...o §r, com.§, simétricoe Sc.S;, qualquerquesejaÍe
{7,...,n}. Enüío o<iste j e{L,...,n} ta! que Í É 51. Dado que o semigrupo numérico
simétrico S; contém .S, utilizando o Lema 5.12, concluímos que o<iste um inteiro
ímpar y ta! que x + y É (S,ll.
Cond.içáo suftciente. Seja G(S) = {x1,...,xs} e z e C(S). Se x é ímpar
consideremos o semigrupo numérico simétri@ S, , com número de Frobenius Í e
que contém S, cuja o<istência está garantida pelo Lema 5.11. Se z é par
consideremos S, um semigrupo numérico simétrico que contém S e tal que x ê S, ,
cuja o<istência está garantida pelo Lema 5.12. Mosüemos que t =Sr, n ...n Srr. É
claro que tc §r, n ...n Srr, uma vez que S.§r,,qualquerquesejar€{1,...,t}.
Vejamos agora que .S não está contido estritamente em .Sr1 n ... n Sr, ê, portanto,
t =,Sr, n ...n 5rr. Suponhamos que,S c Sr, n ...n ^Srr. Então existe s E.sr, n ...n
.srr tal quesÉ.§, dondesÉsr, , para algum i €{1,...,t},logos ÉSr, o ...n Srr,o
que contradiz a hipótese. I
De acordo com o teorema anterior, o semigrupo s= (6,7,8,9,t0,LL), por
o<emplo, não pode ser escrito com intersecção de semigrupos numéricos simétricos.
De facto, 4€G(S) e 4+te(S,tl, para todo o inteiro ímpar y (4+1€(S,1)=
N e 4+ye(S,yl, sey>3).
[.ema 5.14: Sejam S, Sr, 52,...,Sr, semigrupos tais que.s =Sr n.Sz ...n.Su.
Então F(S) = máx {F(Sr), F(52), ..., F(S,,)}.
Dem. Tem-se que F(S) G .S, logo o(iste i e {1,...,n} tal que F(S) É SÍ.
Entiío F(SÍ) > F(s) e portanto máx {F(§r),F(Sz), ...,F(.t )} > F(s). Além disso, cDmo
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.§c§i, qualquer que seja i e{1,...,n}, obtém-se r(s) >F(sr) e, em particular,
F (S) > máx{F (.§r), F(.S2), ..., F (^Sn )}. Logo F (S) = máx{F(^§, ), F(§z ), ..., F (.S,)}. n
Daqui resulta que só os semigrupos numéricos com número de Frobenius
ímpar podem ser escritos como intersecção de semigrupos numéricos simétricos.
Lema 5.15: Se S pode ser expresso como intersecção de semigrupos
simétricos, então F(s) é ímpar.
O recíproco desta propriedade não é necessariamente verdadeiro. Se
considerarmos novamente o semigrupo .§ = (6,7,8,9,10,11), verificamos que o seu
número de Frobenius é ímpar, F(S) = 5, e S não pode ser escrito como intersecção
de simétricos, como já referimos.
A proposição seguinte generaliza o o<emplo anterior.
Prcposição 5.16: Seja m um inteiro maior ou igual a 3, Então o semigrupo
numérico 5-(m,mtL,m*2,...,m*m-Ll não pode ser oÇresso como
intersecfr o de semigrupos numéricos simétricos.
Dem. Se m é ímpar, r(S) é par e a conclusão é imediata (Lema 5.15).
Vejamos o caso em que m é par. Temos que F(S) =m- t é um número ímpar.
No entanto, considerando, por o«emplo o inteiro par m - 2, que não pertence a S,
temos que m -Z + Le (.§,1) e m-2 *y eS c (S,y),qualquerque sejay > 3, Iogo
S não pode ser oÇresso como intersecção de semigrupos numéricos siméüicos, pelo
Teorema 5.13. !
Relembremos que qualquer semigrupo numérico com dimensão de imersão 2 é
simétrico, pelo que qualquer semigrupo que possa ser escrito como intersecfro de
semigrupos com dois geradores minimais pode ser escrito como intersecção de
simétricos.
Por o«emplo, o semigrupo ^S - (4,5 ) n ( 4,71= (4,14,L5,21) pode ser escrito
como intersecção de dois semigrupos numéricos simétricos.
Estudemos, em seguida, condições suficientes para que um semigrupo
numérico poss ser expresso como intersecção de semigrupos numéricos simétricos.
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Os pseudo-números de Frobenius de S têm um papel semelhante ao do
número de Frobenius de um semigrupo numérico simétrico, como sabemos pela
Proposição 1.22.
Proposição 5.17: Seja S um semigrupo numérico. Se todos os pseudo-
números de Frobenius de S são ímpares, então S pode ser escrito como intersecção
finita de semigrupos numéricos simétricos.
Dem. Suponhamos que e Ír, ..., ft são os pseudo-números de Frobenius de S,
todos ímpares. Para cada , E [1, ...,t], o<iste um semigrupo siméúico Sy, 9u€ contém
S e cujo número de Frobenius é 6 (a existência destes semigrupos é garantida pelo
Lema 5.11).
Mostremos que .S = SÍ, o ...ô Srr. Dado que todos os semigrupos contêm S,
basta mostrar que sfl n ... n S1r. G .S. Consideremos x É .S. A Proposição 1.22
assegura que existe um pseudo-número de Frobenius fi tal que Í - r E S, entlio
Íi-x ESy, o ...n Sn e, consequentemente, fi-x eSy,. Utilizando novamente a
Proposição 1.22, concluímos que Í É sfí. !
O recíproco desta propriedade nem sempre é verdadeiro. Consideremos
novamente o semigrupo referido no exemplo anterior, § = ( 4,L4,L5,21). Entlío
Ap(5,4) - {0,L4,15,27 }, donde Pr(S) = {10 ,11,17}. Verificamos que o semigrupo
S pode ser escrito como intersecção de semigrupos numéricos simétricos, no entanto
um dos pseudo-número de Frobenius de S é par.
Teorema 5.18: Seja S um semigrupo numérico ê fr,...,Ít oS pseudo-números
de Frobenius de S. Então S pode ser oçresso como intersecção de semigrupos
numéricos simétricos se e so se para cada pseudo-número de Frobenius par, fi, de S
oriste um inteiro ímpar y6 tal que fi * yi É (S, yi).
Dem. Condtçáonecessâria. E uma consequência do Teorema 5.13: para cada
Íi par Uí C S) o<iste um inteiro ímpar yi tal que fi * yt e $,yil.
Condtçáo sufícíente. Seja fi e PF(S). Se fi é par o Lema 5.12 garante a
existência de um semigrupo numérico simétrico s/Í tal que S E sÍÍ e fi É Stt Se fi é
ímpar o Lema 5.11 garante a o<istência de um semigrupo numérico siméüico sÍÍ tal
que.ScSÍ. e F(Sy,)= f. Temos que S=SÍ, n ...n S/.. A demonsÚafro desta
igualdade é igual à efectuada na demonsúação da Proposição 5.17. n
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Corclário 5.19: Seja S um semigrupo numérico que possa ser expresso como
intersecção de semigrupos numéricos simétricos. Então S pode ser oÇresso como
intersecção de t(s) semigrupos numéricos simétricos.
A demonstração da condição suficiente do teorema 5.18 sugere um método
para escrever um semigrupo numérico como intersecção de semigrupos numéricos
simétricos: para cada um dos t pseudo-números de Frobenius de S é construído um
semigrupo numérico com número de Frobenius ímpar (.fi se fi é ímpar ou fi t yi,
com yú ímpar, se fi é par) e é determinado um semigrupo numérico simétrico que
contém esse semigrupo numérico e tem o mesmo número de Frobenius. O
semigrupo numérico S pode ser oÇresso como intersecção dos t semigrupos
numéricos simétricos obtidos. Vejamos como se constroem estes semigrupos
numéricos siméüicos.
Seja S um semigrupo numérico com número de Frobenius ímpar. Vamos
considerar que o semigrupo numérico em caus não é simétrico, uma vez que se o
for a decomposição é Eivial. Utilizando o Lema 5.11, podemos construir um
semigrupo numérico çom o mesmo número de Frobenius de S e que contêm S. De
facto, tomando h = máx{r E N lx C Se F(s) - x É. S),tem-se h *ry,visto que F(S)
é ímpar, logo S u {h} é um semigrupo numérico e F(S u {h» = F(.9) (Lema 4.2).
Repetindo este procedimento, podemos construir uma sequência de semigrupos
numéricos que contêm o semigrupo numérico S e que têm o mesmo número de
Frobenius de S:
.So = §,
5l+1 =siu{h;} comh;=máx{reNl xêsjeF-x Ésj}.
Esta sequência vai ser finita, uma vez que o complementar de S em N é finito.
Assim, o<iste um inteiro r tal que {xeNl xÇ.SteF-xê5r}=6. O semigrupo
numérico 5r que se obtém na última etapa é simétrico, por consúução, contém S e
tem o mesmo número de Frobenius que S, f(S') = F(§) = F.
Podemos agora apresentar um o«emplo para ilustrar o método aqui sugerido.
Exempto 5. 20: Consideremos o semigrupo numérico.§ = 14,L4,15,2L1.
Tem-se S = { 0, 4,8,L2,74,15,16} U [Í > 18], lOgO F(S) = 17. ESCrevamOS S
como intersecção de semigrupos numéricos simétricos.
Começamos por determinar PF(s) = { 10, L1.,l7 }. Já sabemos que S pode ser
oÇresso como intersecção de semigrupos numéricos simétricos (porque S =
(4,5) n14,7 )). Se não tivéssemos esta informação, teríamos de averiguar se S
satisfaz as condições do Teorema 5.18. De facto, o semigrupo numérico S satisfaz
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essas condições, visto que 1O+7 e$,7l.Pela demonstração do Teorema 5.18,
concluímos que para cada fi e Pr(s) e)dste um semigrupo numérico simétrico Sy,
que contém S e tal que .S = Sro â.S11 n S17.
Vejamos quais são e como se obtêm os semigrupos numéricos da
decomposição:
.§r, é um semigrupo numérico simétrico que contém S e com F(Srz) - 17 ,
entÊío .§r, contém s' =.§ u {x > 18} = s. A e)dstência deste semigrupo numérico é
garantida pelo Lema 5.11 e a sua consúução pode fazer-se recorrendo ao Lema 4.2
e à sequência referida antes deste exemplo. Começamos por determinar as falhas de
.S', G(^§') ={1,2,3,5,6,7,9,LO,1L,L3,L7}, e em seguida construímos a sequência de
semigrupos numéricos com o mesmo número de Frobenius de §'e que contêm.S':
.So = §',
§1 :.§ou{ho}, com ho=mâx{xE N lx ê So eL7 -xÉ§0}: 13, logo .§1 :
s'u {13}.
.S2 =.S1 u{hr}, com ht=máx{xe N lr Ç St eL7 -xÉ.S1}= 11, logo sr :
s'u {11,13}.
.§3:52 v{hz} com hz =mâx{x E N lr ês2 eL7 -x É.s2} = 10, logo 51 = S'u
{10,11, 13}.
O conjunto {reNlrÉSs e17-rÇ.§3} é vazio, logo §s é simétrico, e
Portanto Srz =.S3.
Assim,Sr, = S' u {10, 11, 13} = (4, 10, 11, 13).
S, é um semigrupo numérico simétrico que contém S e cujo número de
Frobenius é 11, então S, contém §' :.§ u {x > L2} = {0,4,8,12,L3, +}. A
construção de S, pode fazer-se recorrendo novamente ao Lema 4.2. Consüuímos a
sequência de semigrupos numéricos com o mesmo número de Frobenius de S' e que
contêm.S':
.§o = S',
§1 =.sou[ho] com Ir0 =mâx{x € N lr Éso eLl-x És0} = 10, Iogo,Sl = S'u
{10}
52=.S1u[hr] com h1 =máx{xeNlr êSte]-L-x És1}=9, Io9o.S1 :S'u
{9,10}.
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53:52 v{hz]r com hz =máx{x eNlx ÉSze]-1--x É.§2}:6 logo 51 =S'u
{6,9, 10}.
{z E N lx É53 eLL-Í É.t3}= { }, logoS3 ésimétrico.
Tem-se S, =.S3 = (4,6,91
Por último, o semigrupo numérico §ro é um semigrupo numérico simétrico que
contém (^S,7), e consequentemente contém .§, cujo número de Frobenius é 17, ou
seja, .S1o contém (^S,7) u {r > 18} = (S,7). Mas (.§,71 = {0,4,7,8,12,L4,15,16}u
{r> 18}, donde {xeNlrÉ(S,7leL7-xê(5,71}: { }. Concluímos que <5,7» é
siméüico, e portanto Sro = (§,71 = (4,71.
EntÊío .S = (4, 7» n (4,6,9 ) n (4,L0,11,13)
O método apresentado permite escrever alguns semigrupos numéricos como
intersecção de semigrupos numéricos simétricos, contudo esta decomposição não é
necessariamente minimal no sentido de envolver o menor número possível de
semigrupos. De facto, o semigrupo estudado no o«emplo anterior foi decomposto em
três semigrupos numéricos siméüicos utilizando este método, no entanto foi
apresentado anteriormente como intersecção de apenas dois, .S = \4,71n ( 4,5 ).
5.3 Decomposição em semigrupos numéricos pseudo-
simétricos
À semelhança do estudo anterior, alguns semigrupos numéricos podem ser
oÇressos como intersecção de semigrupos numéricos pseudo-simétricos. Nesta
secção caracterizamos esses semigrupos numérims e exemplificamos um método
para fazer a referida decomposição.
Vejamos quais os semigrupos numéricos que admitem uma decomposição em
pseudo-simétricos. Começamos nafuralmente por observar que uma condição
necessária para que o semigrupo possa ser expresso como intersecção de
semigrupos numéricos pseudo-simétricos é ter número de Frobenius par (Lema
5.14). No entanto, o número de Frobenius ser par não é uma condição suficiente
para que esta decomposição o<ista, como veremos à frente.
Seja S um semigrupo numérico que admite uma decomposição em semigrupos
numéricos pseudo-simétricos ê Ír,...,f, os pseudo-números de Frobenius de S.
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Vamos mostrar que para cada Ít e PF(s) o(iste um semigrupo pseudo-simétrico 56,
que contém S, com Íi É *re tal que S = Sf, n ...n S1r. Observamos que, visto que
F(s) é par, uma vez que estamos a considerar que S admite uma decomposição em
pseudo-simétricos, o Lema 5.11 assegura a o(istência de um semigrupo numérico
pseudo-simétrico S que contém S e tal que F(S) = F(s). É de notar ainda que
f, e§ e portanto S é um semigrupo numérico pseudo-siméúico que não contém
F(S) nem f,. nssir, neste estudo, vamos considerar Í, +?.
O Teorema 5.22 permite caracterizar os semigrupos que podem ser oçressos
como i ntersecção de sem ig ru pos n uméricos pseudo-simétricos.
[,ema 5.21: Sejam S um semigrupo numérico e Í um inteiro ímpar que não
pertence a S, com * *ry. São equivalentes as condições seguintes:
1) Existe um semigrupo numérico pseudo-simétrico § que contém S tal que
xÉ5.
2) Existe um inteiro positivo ímpar y tal que x + y É (S,yl.
Dem. L) impticaZ) Consideremos o inteiro ímpar , que não pertence a .t tal
que Í * f . Por hipotese, existe um semigrupo numérico pseudo-simétrico 5 que
contém S tal que xê5, temos que F(§) é par e F(.§)-reS (porque r(§)-x*
@, ) Seja y=F(s)-r. Então y éímpar e r+ !=x+r(S) -xCS. Além disso,
dado que (.s,y) G §, concluímos que x * y ê (§,y).
2) tmplica 1) Consideremos o inteiro ímpar Í que não pertence a I tal que
**ry, e o inteiro positivo ímpar y tal que x+y náo pertence a (s,y). EntEio
existe um semigrupo numérico pseudo-simétrico § que contém ( §,y ) e contém .s, tal
que F(§) =xty (note-se que Í +y é par, donde a o<istência de § está garantida
pelo Lema 5.11). Por último, verificamos que Í e t caso contrário x * y Éí o que é
impossível atendendo a que x *y = F(S). !
Teorcma 5.222 Seja S um semigrupo numérico ê ft,...,ft os pseudo-números
de Frobenius de S. Entiio S pode ser oçresso como intersecção de semigrupos
numéricos pseudo-siméúicos se e so se para cada pseudo-número de Frobenius
ímpar, fi, de S, com f, *Y, o<iste um inteiro ímpar y1 tal que fi t yi e (s,yú).
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Dem. Condíçáo necessánto.. Sejam,S1,...,S, semigrupos numéricos pseudo-
simétricos tais que.S:Srn ... nS,,. Seja ÍiePF(S), tal que fr+Y. Temos que
fi É Stn ... n§r,, donde Íi Ç Si para algum i e {1,...,n} e .§ c S;. Utilizando o Lema
5.21, concluímos que existe um inteiro ímpar y; tal que fi * yi ê $,yil.
Condiçáosufictente. Seja S um semigrupo numérico, PF(S):Ur,...,ft\ ê
suponhamos que h = F(S). Mostremos que para cÀda fi e PF(S), odste um
semigrupo numérico pseudo-simétrico Ss, QU€ contém S tal que fi É Sr, . Seja
Íí e pF(S). Se fi é par, consideramos o semigrupo numérico pseudo-simétrico sy,
que contém S e com r(sr,) = fi, cuja o<istência é garantida pelo Lema 5.11. Se fi é
ímpar e Íi+"!t), ter-se que o inteiro par Íi+yie(s,yil, para algum inteiro ímpar
n. Então o Lema 5.11 garante a o<istência de um semigrupo numérico pseudo-
simétrico Sy, gue contém (S,y1) com número de Frobenius f + h. O semigrupo
numérico Sy, contém S visto que.s c (.s,y,). Obseruamos que se existir ke{2,...,t}
tal que Í* =Y, tem-se fx ê st . Assim, SÍ* = SÍ,
Mosúemos que .§=Sr n ...n Sr. É cbro que .SG SÁ n ...í1 S1r, portanto
basta provar que S/, o ...n S/rçS. Seja xÉ5, mostremos que ÍÉ§y, n ...À SÍr.
Dado que x É S, a Proposição 1.22 assegura que o«iste um pseudo-número de
Frobenius fi tal que fi-x €S e, por consequência, fi-x eSrl n ...o §Ír. Temos
que ,Fú -xES1y para todo o i e {1,...,ü}, em particular, fi-x eS,,. Dado que
fi ê Sr, concluímos que Í É Sy,, utilizando novamente a Proposição L.22, e portanto
x É. 51 n ... n Syr. Logo .S = Sr n ... n Sr. !
Corclário 5.23: Seja S um semigrupo numérico. Se todos os pseudo-números
de Frobenius de 5 são pares, então 5 pode ser escrito como intersecção finita de
semigrupos numéricos pseudo-simétricos.
O recíproco desta propriedade nem sempre é verdadeiro, como ilustra o
exemplo seguinte.
Exemplo 5.Az Verificamos facilmente que os semigrupos numéricos
( 5,6, 13 ) e (6,7,171 são pseudo-simétricos. Seja .§ : ( 5, 6,131 n (6,7,L71 =
16,L3,L7,20,2L,281. obtemos Ap(5,6) - { 0, 13, 77,20,21,28 } e PF(S) =
{7,7L,L4,L5,22}.Verificamos que o semigrupo S pode ser escrito como intersecção
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de semigrupos numéricos pseudo-simétricos e, no entanto, S tem dois pseudo-
números de Frobenius ímpares diferentes d" P.
Vejamos em seguida um método para escrever um semigrupo numérico como
intersec$o de semigrupos numéricos pseudo-siméficos: a cada um dos t pseudo-
números de Frobenius de 5 diferentes d. Q, , associamos um semigrupo numérico
com número de Frobenius paÍ Uí, se Íi é par, oufi*lv c.oíÍl yi ímpar, se fi é
ímpar). Em seguida determinamos um semigrupo numérico pseudo-simétrico 51, QU€
contém esse semigrupo numérico e que tem o mesmo número de Frobenius. O
semigrupo numérico S é a intersecção dos semigrupos numéricos pseudo-siméúicos
obtidos. Vejamos como é que se constroem estes semigrupos numéricos pseudo-
siméüicos.
Seja S um semigrupo numérico com número de Frobenius par. Vamos
considerar que o semigrupo numérico em causa não é pseudo-siméfico, uma vez
que se o for a decomposição é trivia!. Utilizando o Lema 4.2, podemos consúuir um
semigrupo numérico com o mesmo número de Frobenius de S e que contêm S. De
facto, basta tomar h = máx {x e ro lx É S,* *rye F(s) - r É s}. O conjunto
s u {h} é um semigrupo numérico e F(S u {h}) = F(§) . Repetindo este procedimento
com o semigrupo numérico que se obtém, podemos construir uma sequência de
semigrupos numéricos que contêm o semigrupo numérico S e que têm o mesmo
número de Frobenius de S:
.So = S,
5/+1 =siu{trr} comft, :máxfxerul xÇsj,**ry er(.D-rÉsj].
Esta sequência vai ser finita, uma vez que o complementar de S em ro é finito.
Assim, o<iste um inteiro r tal que {xerol xêSr,x*f, eF(S) -xÇS'l1=0. O
semigrupo numérico .§r que se obtém na última etapa é pseudo-simétrico, por
construção, contém S e tem o mesmo número de Frobenius que S, F(s') = F(S).
Vamos agora apresentar um o<emplo para ilustrar o método aqui sugerido.
Exemplo 5.25: Consideremos o semigrupo numérico
.§ = ( 6, 13,17,20,2L,28'1, Temos que ^S = { 0,6, 12,13,L7,L8,79,20,21} v {x > 23},
donde F(S)=22.
Escrevamos S como intersecção de semigrupos numéricos pseudo-simétricos.
Começamos por determinar PF(.»\ {f;} - {7,11,14,15,22 }\{11} : {7,14,75,22}.
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Sabemos que S pode ser expresso como intersecção de semigrupos numéricos
pseudo-simétricos (Exemplo 5.24). Se não tivéssemos esta informação, teríamos de
averiguar se S satisfaz as condições do Teorema 5.22. De facto, o semigrupo
numéricoS satisfazessascondições, visto que 7+ 15 É (s,15) e 15+7 e(s,7). Pela
demonstração do Teorema 5.22, concluímos que para cada fie PF(D\{§J o«iste
um semigrupo numérico pseudo-simétrico s;, que contém S e tal guê .§ =
fll,epr(s)Sf,, ou seja, .§ = Sz n.S14 n.§15 o.S22.
Vejamos quais são e como se obtêm os semigrupos da decomposição:
.S22 é um semigrupo numérico pseudo-simétrico que contém S tal que F(.S22) =
22, enÉoS* contém §' =.S u {x > 23} =.§. Sabemos que S'é maximal no conjunto
dos semigrupos numéricos com número de Frobenius igual a 22. A sristência deste
semigrupo numérico é garantida pelo Lema 5.11 e a sua construção pode fazer-se
recorrendo ao Lema 4.2 e à sequência referida antes deste o<emplo. Começamos
por determinar as falhas de S, G(S) - {L,2,3,5,7,8,9,10,L1,74,15,L6,22}, e em
seguida consúuímos a sequência de semigrupos numéricos com o mesmo número de
Frobenius de S e que contêm S:
.§o = S,
51 =,S0 u[ho], com h0 =mâx{x e N lr ÉSo,x *LL e22-x ÉSo} = 15, então
51 =,Su{15}.
.s2:51u{hr},
então .§1 : .§ u {14,15}.
com hr = mâx{x€ N I x ê St,x * 7l e 22 - x É S1} = 14,
O conjunto {xe N lxÉ.Sz ,x+Ll e22-xÉ,52} é vazio. Concluímos que Sz
é pseudo-simétrico, e portanto Szz = 52.
EntÊío §zz =.§ U {L4,15} = 1 6,\3,14,L5,17l.
Srn é um semigrupo numérico pseudo-simétrico que contém S e cujo número
de Frobenius é 14. Então sro contém S' = 5 u {x > 15} : {0, 6,12,13,L6,-}. A
construção de.Sr* pode fazer-se recorrendo novamente ao Lema 4.2. Construímos a
sequência de semigrupos numéricos com o mesmo número de Frobenius de S'e que
contêm S':
So : S',
.§1 =S0u{ho} a)m ho -máx{x €Nlr ÉSo,x*7e14-rÉ§0}=11, donde
.§1 = §'u {11}
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52 =§1u{hr} com hl =máx{x € Nlx êSr,x*7 eL4-x É^s1} = 10, donde
sl = .§',u {10,11},
.§3=.§2u{hz} com hz =máx{x€Nlx É52,x*7 e14-xç52}:9, donde
51 = S'u {9,10,11}.
{r e N lx É Ss,x i7 eL4- x É.s3} = [ ], e portanto 53 é pseudo-simétrico.
Então Su = 53 = \6,9,10,11,13 ),
.s, é um semigrupo numérico pseudo-simétrico que contém (S,15), e contém S,
cuio número de Frobenius é 22, ou seia, Sro contém .S' = (S,15) u {Í > 23} = 5 tJ
{1s}.
^So = §',
.§1 =.S0u[ho], com ho:mâx{x ENlr êSo,x*71 e22-x eS0}= L4, logo
.§1 = .§'U {14}.
O conjunto {reNlxÉ51 ,x*LLe22-rÉ^§1} é vazio, o que permite
concluir que.S1 é pseudo-simétrico, donde Sz =.S1 = Szz.
Então, Sz = S U {14, 15} : 1 6,L3,L4,L5,17 l.
Por último, o semigrupo numérico Sr, é um semigrupo numérico pseudo-
siméüico que contém (S, Z), e contém S, cujo número de Frobenius é 22, ou seia,
sr5 contém (s,z)u {x> 23}- (s,7 ) = {0,6,7,L2,73,L4,L7,18,L9,20,2L}V{x> 23},
Portanto [z e Nlr É (S,71, x + LL e 22-x É(5,7)] ={ }. @ncluímos, assam,
que (S, z ) é pseudo-siméfico, donde Srs = (S,71 = (6,7,L7».
Logo S - (6,L3,14,L5,17) n ( 6,7,L7 ) n ( 6,9,10, 11, 13).
O método apresentado permite escrever alguns semigrupos numéricos como
intersecção de semigrupos numéricos pseudo-simétricos, contudo esta decomposição
não é necessariamente minima!, no sentido de envolver o menor número possível de
semigrupos. De facto, o semigrupo estudado no o(emplo anterior foi decomposto em
três semigrupos numéricos pseudo-simétricos utilizando este método, no entanto foi
apresentado no Exemplo 5.24 como intersecção de apenas dois, 5:(5,6,13)n
(6,7,L71.
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Capítulo 6
Limite superior para o cardina! de uma apresentação
minimal para um semigrupo numérico irredutível
Em consequência de alguns resultados apresentados no capítulo 4, vamos
neste capítulo estabelecer uma quota para o cardinal de uma apresentação minimal
para os semigrupos numéricos irredutíveis, em termos da sua multiplicidade e da sua
dimensão de imersão, que apura a quota anteriormente estabelecida no Teorema
3.12. Notamos que iremos considerar e(S) > 4, uma vez que os casos em que
e(S) S 3 foram estudados em detalhe nas secções 2.2 e 4.2.
Estudemos, em primeiro lugar, os semigrupos numéricos simétricos.
Lema 6.1: Seja S um semigrupo numérico simétrico e {n, 1n21 ... < re} o
seu sistema minimal de geradores. Seja n e [r1s; * n1 * t12,... , F(s) + q+h].
Então G, é conexo oup =2.
Dem: Seja n = F(S) *n1 *n; ; cotrl t e {2,...,p}. Observemos que para todo o
j e {2,...,p}, com i * i, tem-se que n- (nr*n1) =F(s) + n1*ni- (ni+n1) =
F(S) + nt - nj = w(nr- 1) - ni E Ap(S,n,), pela Proposição 4.7. EntEio os vértices
Í12,, -.,z.p pertenCem à meSma cOmpOnente COnO(a. COnCluímOS que 6a é nãO @no(O
se e so se n, for o único vértice de uma componente cong(a, ou seja, *,n = knr.
Vejamos que a situação anterior ocorre quando P :2. Comecemos por
mostrar que w lniEAp(5,n1), para todo o w€ Ap(5,n1), tal que w+w(n1-1-).
Suponhamos, com vista a um absurdo, que w * ni É Ap(s,n). Neste caso, w I nt =
a1n1* a2n2* ... +%h , com a1 ) 0. Por outro lado, uma vez que S é simétrico,
o<iste w' e Ap(S,nr) ta! que w * w' = w(nt - 1). Dado que w' = dzttzl ... td.pnp,
obtém-se w*w'tni=arn1*(a2*d)nzl ... +(%+do)no=w(\- 1)f n;, ou
Seja, kn, =atntt(o2td2)n2t ... +(%+d)no, e pOrtantO k=dt ê a2=d.r=
0,...,ap=dp=0. Concluímos que w'=0 e w=w(nr-7). EntÊío w*niE
Ap(5,n1), para todo o w € Ap(5,n1), tal que w * w(n1- 1). Por último, dado que
w(0) + ni = w(L) e Ap(s,n1), w(1) + ni = w(2) e Ap(s,n1), ... e w(nr - 2) * n1 --
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w(h - L) e Ap(S,n), obtém-se que Ap(.§, nr) = {0, nr ,2n1, ..-,(n1- 2) nl, Iogo
S = (nr, nzl. a
Vejamos qual é o limite superior para o cardinal de uma apresentação minimal
para um semigrupo numérico simétrico S com o maior número possível de geradores
minimais, i. é, e(S) = m(S) - 1.
Teorcma 6.2: Seja S um semigrupo numérico simétrico e o seu sistema de
geradores {nt 1n2 < -.. l nnr-t), com nr ) 4. EntÊío o cardinal de uma




Ap(S, n1) = {0, wlt) = rz, .'. w(n r - 2) = Dnr-r, w(nr - 1)},
com w(i) * w(nn,-r-,) = *(n, - 1), qualquer que seia i € {0, ..., nr - 1}. Então
Ap(S,n1) = {0, nz, ...,Dnr-1, n2 + nrrr-1}. Sabemos que Gn é não cono(o se n = w +
Di, com we(Ap(S,nr)\{0}) e n1 E{n2,...,nn,}.No entanto, pelo Lema 6.1,
concluímos que se n = w(nr - 1) + n; , colrl i e {2,..., n1 - 1}, então G,, é cono<o.
Logo, G, é não cono(o s€ n = ni*ni rcom Í,i ê12,...,n1-1]. Neste caso,
pode ter-se n1* ni = w(nt - 1) E Ap(s,n1) ou n1l ni Ç Ap(s,n ). Assim, para
obtermos uma relação mínima para S, temos de estudar os grafos Gw(u-r) e Gnr*n1
em que ni I ni Ç Ap(S,nr).
No primeiro caso, tem-se que w(nt - l) = nz * n,.r-r: Ítz * ht-z: "' = 14 *
nit c-oÍn ni*ni=w(nt-1). LOgo, se n1 é par, Gw(nrr) tem Ç Componentes
cono(as todas com um so lado da forma @ , ese se nl é ímpar, Gw(nr-r) tem Ç
componentes cono(as, uma destas apenas com o vértice nl e as restantes com um
só lado da forma @ . Assim, uma relação mínima para S teráÇ- 1 ou Ç-t
elementos associados a este grafo.
No segundo caso, dado QUê n; +njÉAp(S,n), tem-se QU€ ni *nJ-nl eS e
portanto ni * ni = o,rrtt + s, com s € .§. Assim, r;n, é uma aresta desta componente
cono(a e n1 é um vértice deste grafo mas pertence a ouüa componente conoo,
uma vez QU€ ni tni - (n1+n) - ni n1 É.S. Logo o número de elementos de uma
relação mínima para S associados a estes grafos é igual ao número de pares não
ordenados da forma (ni,ni)r em que ni I ni + w(n1- l).
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Portanto, uma relação mínima para S tem tantos elementos quantos os pares,
não ordenados, da forma (n1,ni)r com Í,,1 e{2,...,n1-1}, menos um, ou seia,
(nr-Z)(nr-3) . . .r_2)_f = 
(nr-L)(U-Z) _r.+RM.s=ff+(n z
Vejamos um o(emplo de aplicação da propriedade anterior.
Exemplo 6.3: Seja s = (6,8,10,13, 15). Tem-se F(§) = 17 e Ap(5,6) =
[0,8,10,13,15,23]. Verificamos que S é simétrico e tem máxima dimensão de
imersão (e(s) = m(s) - 1), donde, aplicando o teorema anterior, obtemos # RMs -
*" - 1 = 9. Confirmemos este resultado.2







25 =10 * 15 = 2x6+13
26=6+2x10=2xL3
28=3x6+10=13*15
30 = 5 x 6 = 3 x 10 = 2xLS =2x6+8+ 10
Concluímos que, qualquer que seja n e {16,L8,20,2L,23,25,26,28,30}, Gn é
não cono(o e que cada um destes nove grafos tem apenas duas componentes
conoos. Logo o cardinal de uma apresentação minimal para S é igual a 9.
O resultado seguinte dá-nos um limite superior para o cardinal de uma
apresentação minima! para um semigrupo numérico simétrico que apura a quota
anteriormente estabelecida no Teorema 3.12.
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Teorema 6.4: Seja S um semigrupo numérico simétrico, com sistema
minimal degeradores {r, <nz<...<no}, tal que p23. Entãoocardinal deuma
apresentação minimal para S é menor ou igual a
(n1- 2)(n1- L) 7 \
Z - \nr-p).
Dem: Uma vez que S é simétrico, F(s) + n1 não é gerador minimal de.S, logo
Então, podemos escrever uma apresentação minima! para S a partir de
apresentação para S, uma vez que sabemos que podemos ganhar p + 1 relações e
perder até p - 1 relações. Neste caso não se perdem relações dado que os grafos
correspondentes a F(S) + n1*n2, ..., F(S) * n1 f n" úo todos @no(os (p > 2).
Donde, #RMS*p*1 :çRMS. Além disso, sabemos que uma apresentação
minimalpara o semigrupo numérico § = (rr, ...,n",F(S)') verifica
#RMS =ry-z(n,-(p+1),
portanto
+ RMs =ry - z(nr - 1 - p)- (p + r) =
n1(n1- l)
= T- (tlr - 1) - (n, - 1 - zp) - p - t =W - (n, - p).
Observemos que se o semigrupo numérico atinge o limite máximo deste
cardinal isso implica que h - p assuma o valor mínimo, ou seja, e(s) : m(S) - 1.
Corolário 6.5: Seja S um semigrupo numérico simétriao, com sistema
minimal de geradors {r, 1n2 1 ... < n }, ta! que p 2 3. Então
e(s) = m(s) - 1 se e so se # RMS =(q-Z)-(u- 
l) 
- r-
Estudemos, em seguida, os semigrupos numéricos pseudo-siméÚicos.
Observemos em primeiro Iugar que se S é um semigrupo numérico pseudo-simétrico
e {r, < nz 1 ...< ""} é um sistema minimal de 
geradores de S, com P )- 4, então
{n1,n2,...,r",r(S)} é um sistema minima! de geradores de § = S u {F(§)}. De facto,
no * F(S) * n1; utnô vez que de outra forma ter-se-ia no = ny * n1.
O seguinte resultado é estabelecido a partir do Lema 3.5.
I
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Prcposição 6.6: Seja um semigrupo numérico pseudo-simétrico, com p > 4.
Se {nr,n2,...,ttp,F(s)}é um sistema minimal de geradores de §=su[F(S)] e
n =F(S) *n1*n;7 COITI ie{z,...,P}, ê n1êni pertencem à meSma Componente
conoG deGn, então
#RMS*p*1=+RM.S.
[.ema 6.7: Seja S um semigrupo numérico pseudo-simétrico e o seu sistema
minimal de geradores {r, 1n21...<"r} , com p>-4. Se t e {2,...,p}, w e
Ap(5,n1) e n1 e ni estão em diferentes componentes cono(as de G**nu então para
todo o w'eAp(S,nr), tal que w -w'eAp(S,n)\{0}, temos que w'+nie
Ap(S,n).
Dem. Suponhamos que w'+niÉAp(S,nr). Então w'*ni-ntê,S. Uma vez
que w -w' eS\[0], existe i e{z,...,p} tal que w =wt+ni * s, com s e S. Assim,
w*ni-(nr*nr) E^s. Por outro lado, w *ni-(n1+n)=w'+s*n; -fli-tt1=
w'*n1-nr*s-n; €57 porque w'+ni-nr êS e s- ni É.5. Donde @r e@
e En e portanto n1 êni estão na mesma componente conexa Gw,+nt. Logo w' * ni E
Ap(S,n).r
Lema 6.8: Seja S um semigrupo numérico pseudo-simétrico e o seu sistema
minimal degeradores [r, <nz<...<np],com p24. Se n=F(s)+n1*ni, colrl
i e {2, ... ,p}, entEío n1 êni pertencem à mesma componente conoo de 6r,.
Dem. O semigrupo numérico S é pseudo-simétrico, entêío Ap(5,n1) =
{0,w(1) <w(2)1 ...w(nt-Z)=F(s)+nr)}u[?* "r], com w(ü)+ w(4'-Z-
i): w(nt- 2), qualquer que seja t € [0,...,n1 - 2]. Suponhamos que n = F(S) +
Í\ * tti, COm Í e {2,...,p} e que n1 êni pertencem a Componentes COnOGS distintaS
de Gpls;*rrr+r.,.Seja je{Z,...,p} tal quenj +f,+ n1 e ni *n1(a existência deal
nestas condições está assegurada, uma vez que p )- 4, portanto Ap(5,n1) tem pelo
menos três elementos que são geradores minimais). Dado que F(S) *n1-n1ê'
Ap(5,n1), pela Proposição 4.11, concluímos que r(S) + nr - nj * ni É. Ap(5,n1),
utilizando o Lema 6.7. Notemos que F(S) + nt - nj * ni =f; + nr. Caso contrário,
utilizando a Proposição 4.11, obtemos F(s) + n1 - [F(s) * n1+' ni - nil É Ap(5,n1),
ou seja, ni-nieS, o que é impossível, visto que {n,rr,...,no} é um sistema
minima! de geradores de S. Observemos ainda QU€ n, *fff n1. De facto, dado
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que (F(S)*nr)- n1*ni =ry * nr, S€ n; = ?* nr, obtemos nl:F(S) +nr e
portanto S=(nr, f;+ n1, F(.S) *nrl, o que contradiz a hipótese i p>4' Agora
vamos distinguir dois casos conforme ? * ", é ou não gerador minimal de S.
r) Se f + nL e {n1,n2,...,n }, obtemos que
w(0) + ni = w(L),w(1) + q = w(2),...,w(nt- 3) + nr = F(s) + n.
Assim, Ap(S,n) = {0, nt, Zni,...,(nr-2)ni}u {f; + nr}, donde § =
(n1,1i, f + nrl, o que é impossível uma vez que, por hipotese, p 2 4.
z) se f; * n1 ê {n1,nz, ...,no}, obtemos que
r F(.§) )
Ap(S,n) = t0,rrr, 
Zni,...,kni = f + r\, rli,Íti * tti,..-, ni * ttti = F(S) + nl,
donde s: (n1,ni, ryl ep = 3, o que conüadiz a hipótese.
Então n1e,ni pertencem à mesma componente cono(a d€ Gp15;1rr..r, . !
Podemos agora apresentar uma quota para o cardina! de uma apresentaÉo
minimal para um semigrupo numérico pseudo-simétrico.
Teorema 6.9: Seja S um semigrupo numérico pseudo-siméüico e o seu
Sistema minimal de geradores {r, 1n21... <"o}, com p 2 4. Então o cardinal de
uma apresentação minimal para S é menor ou igual a
(q - 2)(n, - L) r^ _\
Z - \nt-p).
Dem. Pela Proposição 6.6, temos que + RMs+ p*l= + RMS. A!ém disso,
sabemos, pelo Teorema 3.12, que uma apresentação minimal para o semigrupo
numéricg 5 : (rr, ...,np,F(,S)) verifica
+RM.§ =ry-4n -(p+1)),
portanto
* RMs =ry - zn1* z(p + t)- (p + r) :
nr(n!- L) 
- Znr *Qt+ 1) =2
Logo
l
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Podemos, agora, generalizar o resultado anterior aos semigrupos numéricos
irredutíveis com dimensão de imersão maior ou igual a quatro.
Teorcma 6.10: Seja S um semigrupo numérico irredutívelcom e(s) > +.
Então, o cardinal de uma apresentação minimal para S é menor ou igual a
(m(.t) - zXm(s) - r) _ (m(s) _ e(.e)).
2
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